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Cuvint-inainte

Prezentul manual este elaborat in conformitate cu curriculumul modernizat la matematica
pentru liceu. Structura si baza conceptuala ale manualului dau posibilitatea sa fie realizate
prevederile curriculumului liceal pentru clasa a X-a.

Manualul este structurat pe module. Pentru orientare, la inceputul fiecarui modul sint
formulate obiectivele prioritare care pot fi realizate studiind modulul in cauza. Obiectivele
marcate cu * sint preconizate doar pentru profilul real. Mentiondm cé manualul include
compartimente ce tin de algebra, geometrie, logicd matematica, combinatorica, teoria
multimilor, trigonometrie.

Acest manual permite realizarea principiilor constructiv si formativ, pe care se axeaza
invatamintul matematic. In acest scop, s-a acordat o atentie deosebita atit corelarii con-
ceptelor (notiunilor) din diverse compartimente, cit si revenirii sistematice la acelasi con-
cept, dezvaluindu-i diferite aspecte. Pentru Intelegerea si constientizarea conceptelor sint
propuse exemple motivationale, exemple de utilizare a acestora 1n alte domenii, inclusiv in
viata cotidiana. In acelasi scop, la finalul fiecarui modul sint oferite harti notionale (tabele
de sintezd), cu ajutorul carora se va realiza o sistematizare a celor studiate, se vor elucida
legaturile principale dintre concepte sau dintre diferite componente ale aceluiasi concept.

Manualul este astfel structurat, incit sa poata fi utilizat la predarea matematicii atit la
profilul real, cit si la cel umanistic. De retinut cad materialul (textul) marcat in partea
stinga cu o bara verticala este prevazut pentru profilul real. Pentru profilul uma-
nistic, aceste texte sint propuse ca extinderi. In plus, in conformitate cu obiectivele
preconizate, exercitiile si problemele propuse la sfirsitul fiecarui paragraf (eventual, pentru
unele secvente), precum si la sfirsitul fiecarui modul, sint clasificate pe doud niveluri:
A si B. Exercitiile notate cu litera A sint destinate elevilor de la ambele profiluri, iar cele
notate cu B sint destinate elevilor de la profilul real. Mentiondm ca exercitiile marcate
cu * sint de un grad sporit de complexitate si nu sint obligatorii pentru profilul respectiv.

Probele de evaluare sint elaborate pe profiluri: A — profilul umanistic, arte si sport;
B — profilul real.

Unele prevederi sint destinate sa faciliteze organizarea lucrului de sine statator al elevilor.
Sistemele de exemple motivationale, de consolidare si de utilizare a conceptelor sint menite
sa ajute elevul sa Inteleagd aceste concepte, sa-si insuseasca atit conceptele noi, cit si
unele aspecte ale conceptelor deja cunoscute (de exemplu, monotonia si extremele functiei,
ecuatii si inecuatii de noi tipuri s.a.). Recomandam, in scopul formarii competentelor res-
pective, sd se insiste asupra examinarii §i rezolvarii exemplelor, exercitiilor propuse in
manual. Exercitiile si problemele recapitulative la fiecare modul prezinta, de regula, un
nivel mai avansat de integrare intra- i interdisciplinara. Rezolvarea acestora, de asemenea,
va contribui eficient la formarea competentelor specifice la matematica.

tintele, atit prin unele notiuni teoretice suplimentare, cit §i prin probleme mai complicate.

Autorii



Numere reale.
Recapitulare si completari

mobpuLuL ¥

Numerele guvemegza luméa 7 }

Pltagora

recunoasterea elementelor multimilor numerice studiate (N, Z, Q, R) si scrierea numerelor
reale sub diverse forme;

@)

utilizarea terminologiei aferente notiunii de numar;

trecerea de la o forma de scriere a numerelor reale la alta;

reprezentarea geometrica a numerelor reale;

efectuarea operatiilor studiate cu numere reale;

aplicarea proprietatilor operatiilor cu numere reale pentru simplificarea calculelor;
compararea numerelor reale prin metode diverse;

aproximarea prin lipsa sau prin adaos a numerelor reale cu eroarea data;

CO0O0O00O0O0OO0

utilizarea modulului numarului real in contexte variate.

Numere rationale, irationale, reale

Amintimcaprin K, K_, K_senoteaza, respectiv, multimea numerelor nenule, multimea
numerelor pozitive, multimea numerelor negative din multimea numerica K.
Mentionam ca numerele rationale pot fi scrise sub forma de numere zecimale, si invers.

Exemple

2) 1(2)30 0,023 b) %: 0,33..=0,(3); ©) % =2113);
@) 0023=125 9 0@=5=3
D 21013 =2+01039 =2+ -t =2 T2 _ o, 30 100

Multimile numerice N, Z, Q permit rezolvarea unui sir de probleme. Exista insa situatii
care nu pot fi depasite utilizind doar aceste multimi numerice.

Problema. Sa se determine lungimea diagonalei unui dreptunghi cu laturile de lungi-
mile 1 si 2.
Rezolvare:

Fie a lungimea diagonalei dreptunghiului. Atunci, conform teoremei lui Pitagora,
a®=1>+2%=5. Incercdm si rezolvim problema in multimea numerelor rationale. Fie



Numere reale. Recapitulare si completari

n
adica m:5 si m=>5t, te N. Dupi substitutie in m” = 51n°, obtinem 25¢* =5n° < 5t> =n’,

2
a="e Q o fractie ireductibila. Atunci ﬂ) =5, deunderezultica m’ =5n" si m*: 5,
n

adica n : 5, de unde rezulta ca fractia % este reductibila cu 5, contrar presupunerii. Contra-

dictia obtinuta demonstreaza ca problema formulata nu are solutie in multimea Q.
Astfel, lungimea diagonalei trebuie sa fie un numar (nerational) al carui patrat este 5,
deci care poate fi scris sub forma NG

Pentru a scrie numarul JE ca numar zecimal, vom calcula valorile lui aproximative
folosind aproximarile zecimale prin lipsa si aproximarile zecimale prin adaos.
Deoarece 22 <5< 3, rezultd ci 2<+/5 < 3. Numerele 2 si 3 sint aproximarile zecimale
prin lipsa si respectiv prin adaos, cu o eroare mai mica decit 1 (sau cu o unitate), ale
numirului +/5. Divizim intervalul [2, 3] in 10 parti egale si alegem numerele 2,2 si 2,3, care
satisfac inegalitatea dubla (2,2)> <5< (2,3)>. Numerele 2,2 si 2,3 sint aproximarile zecimale
prin lipsd i respectiv prin adaos, cu o eroare mai mica decit 107 (sau cu o zecime), ale
numarului x/g . In mod analog se determina aproximarile zecimale 2,23 si 2,24 prin lipsa si
respectiv prin adaos, cu o eroare mai micd decit 107 (sau cu o sutime), ale numaru-
lui /5. Acest procedeu poate fi continuat la infinit, deoarece patratul nici unuia din nu-
merele obtinute nu va fi egal cu 5. (S-a demonstrat ca V5 nu este numar rational.)
Numarul zecimal obtinut 2,23... are un numar infinit de zecimale si nu este (din acelasi
motiv) nici numar zecimal periodic. Cunoastem ca astfel de numere, care pot fi reprezentate
ca numere zecimale neperiodice cu un numar infinit de zecimale, se numesc numere
irationale. De exemplu, numerele V2,7, 7 = 3,1415... (7 este valoarea raportului
dintre lungimea cercului si diametrul lui) sint numere irationale.

In caz general, numerele zecimale «, si ¢ cu ncifre dupa virgula se numesc aproximdri
zecimale prin lipsd si respectiv aproximdri zecimale prin adaos, cu o eroare mai mica
decit 10, ale numdrului irational ¢, dacd: 1), < <a, si2)o, —«,=10", ne N.
Astfel, fiecarui numar irational o i se asociaza doud siruri infinite de numere ze-
cimale rationale ()0, (0)) no» NE N, care satisfac proprietatile 1), 2).

Pentru comoditate si uniformitate, convenim sa examindm si siruri similare de apro-
ximdri zecimale ale numdarului rational ¢, considerind ¢d ¢, =c, =¢, incepind cu un
oarecare indice n,. De exemplu, pentru «=2,719, elementele acestor siruri sint:
=2, 0, =3 0,=27, o, =28 a,=271, a, =272, 0, =2,719=01, =0, =@, =
=.=o,=0, =o (n =3).

Aceste siruri se folosesc pentru a defini operatii cu numere reale.

Ne amintim cé reuniunea multimii numerelor rationale (Q) cu multimea numerelor
irationale (I) formeaza multimea numerelor reale, care se noteaza cu R. Prin urmare,
R este multimea numerelor care pot fi scrise ca numere zecimale cu un numar finit de
zecimale, ca numere zecimale periodice sau ca numere zecimale neperiodice cu un numar
infinit de zecimale.

Intre multimile numerice studiate au loc relatiile: NcZc Qc R;Ic R;R=QUL

MODULUL
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Numere reale. Recapitulare si completari

Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor.
Compararea numerelor reale

Se stie ca oricarui numar real a ii corespunde un unic punct M pe axa numerelor OX,
astfel incit OM =|a|, si invers. Daca a>0, atunci punctul M apartine semiaxei pozitive;
daca a < 0, atunci M apartine semiaxei negative, iar dacd a=0, atunci M coincide cu
punctul O. Numarul a se numeste coordonata punctului M. Folosind aceasta corespondenta,
numerele reale pot fi reprezentate geometric.

In functie de forma sub care sint scrise numerele reale, se aplica diferite modalitdti de
comparare a acestora.

1. Dintre doud numere reale reprezentate pe axa O X, X,
numerelor, este mai mare numarul situat la dreapta (spre
sensul pozitiv) celuilalt. De exemplu, x, > X, (fig. 1.1).

Xl O X2
2. Daca numerele reale pozitive sint scrise sub forma
zecimala, atunci este mai mare numarul care are mai X X O
. A= . - 1 2
multe cifre pina la virgula. )
Fig. 1.1

De exemplu, 11,13 >9,99.

3. Daca numerele reale pozitive au acelasi numar de cifre pina la virgula, atunci este
mai mare numarul cu prima cifra (incepind din stinga) mai mare.

De exemplu, 2,17374 > 2,1732462, deoarece 7 > 2.

4. Dintre doua numere reale negative, este mai mare numarul al carui modul este mai
mic.

5. Daca cel putin unul din numerele reale a sau b este scris sub forma de expresii ce
contin radicali, atunci se pot aplica urmatoarele modalitati:

a) se scriu ambele numere sub forma de radicali, apoi se compara numerele de sub
radicali;

b) se determind semnul diferentei a — b;

c) se face presupunerea ca a > b si apoi se utilizeaza proprietatile inegalitatilor (§3).

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se compare:
a) 3\/§ cu 5«/5; b) 3 cu 6—«/§.

Rezolvare:

a) 3J5=19-5=1/45; 5/3=1/25.3=1/75.

Deoarece 45 < 75, rezulta ca \/4_5 < «/7_5 Deci, 3\/3 < 5\/§
b) 3—(6—+/5)=-3+~/5. Cum —3++/5 este negativ (v/5 <3), obtinem ¢ 3<6—+/5.



Numere reale. Recapitulare si completari

Operatii aritmetice cu numere reale

Fie sirurile ()20, (B)mso $1 (06) 10, (BL),s0» NE N, aproximari zecimale prin lipsa
si respectiv prin adaos ale numerelor reale o si .

Suma numerelor reale o si B este numarul real y= o + f, care satisface inegalitatile
duble o, + B, <y <o + B, neN.

Diferenta numerelor reale o si S este numarul real 6 = o.— f3, care satisface inegalitatile
duble o, — B, <5 <a, —B,, neN.

Produsul numerelor reale pozitive o si B este numarul real pozitiv n=o - 3, care
satisface inegalitatile duble o, - B, <n <o - B, neN.

n?

Citul numerelor reale pozitive o si f este numarul real pozitiv g = %, care satisface

’

o o N o
. <u<—", neN, incepind cu acel n pentru care aproximarile

B; B

zecimale 3., B, sintnenule.

inegalitatile duble

Pentru a calcula produsul (citul) a doua numere reale arbitrare, se calculeaza produsul
(citul) modulelor, iar semnul rezultatului se determina in conformitate cu regula cunoscuta.

Suma, diferenta, produsul si citul (cu impartitor nenul) oricaror doud numere reale
exista si sint unic determinate.

Z
%Exercitiu rezolvat 5
2

Ce se iIntelege prin numarul: a) t= V25 by u=—=7?
NG
Rezolvare:
Deoarece 1<+/2<2, 14<+/2<15, 141<~+/2<142, ...si 2<+/5<3 22<+5<23
2,22</6<2,23, ..., rezulti ci:
a) t este numarul care satisface inegalitatile duble:
1.2<t<2-3 14-22<t<15-23 141-222<t<142-2,23, ...

b) u este numarul care satisface inegalitatile duble:
1 2. 14 L5 141 142 .
3SH<3 3 H<33 223°H <%

. . a % . .
Folosind reprezentarea numerelor rationale sub forma B acZ, be N, imediat

obtinem ca suma, diferenta, produsul, citul (cu impartitor nenul) a doua numere rationale
vor fi, de asemenea, numere rationale. Din acest motiv, suma, diferenta, produsul, citul
(cu Impartitor nenul) unui numar rational $i unui numar irational va fi un numar irational.
Intr-adevir, daca, de exemplu, in egalitatea a +b = ¢, unde a — rational, b — irational, ar
fi si ¢ —rational, atunci din b = ¢ —a am obtine cd si b trebuie sa fie rational. Contradictia
ne confirma cele spuse.

Dimpotriva, suma, diferenta, produsul, citul a doud numere irationale pot fi numere
rationale.

De exemplu, 2+\/§, 2-3¢e I, insa 2+\/§+(2—\/§)e Z, (2+\/§)~(2—\/§)e Z.

MODULUL ~
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Numere reale. Recapitulare si completari

Z
%Exerciﬁi rezolvate

1. Sa se demonstreze ca a = (ﬁ +2+4343 )«/5 +5-2+/3 este numir rational.
Rezolvare:

a:(«/§+2+3\/§)«/§+5—2\/§:(2+4«/§)\/§+5—2«/_:
=2/3+4(+/3)*+5-2J/3=12+5=17< Q.

V11-642

345 -4/10
Rezolvare:

\/11 62 _o-6v2+2 3 -232+(2) _J3-+2) _
C35-V100 35425 V53-42)  V53-42)
B2 _ 32 15 g

2. Sa se determine dacd a = este un numar rational.

T5G-42) 5G-2) 55

Prin urmare, a nu este un numar rational.

Observatie. In practica, de regula, pentru a estima suma, diferenta, produsul sau citul
numerelor reale, se folosesc aproximarile zecimale ale numerelor reale.

Proprietati ale operatiilor de adunare si inmultire cu numere reale
Pentru orice numere reale X, Y, Z au loc egalitatile:
1° X+y=y+X X-y=Yy-X (comutativitatea);
2° (X+Y)+z=X+(y+2); (X-y)-z=x-(y-2) (asociativitatea);
3° x+0=x X-1=Xx (existenta elementului neutru);
4° X+(-x)=0; Xx- X" =X- % =1, x#0 (existenta elementului simetric);
5° X-(Yy+2)=X-y+X-Z X-(y—2)=X-y—X-z (distributivitatea).

o . . < a, daca a=0
Amintim ca modulul numdarului real a este numarul |a|= -
—a, daca a<O.
Ca si pentru numerele rationale, se poate demonstra
Teorema 1 (proprietiti ale modulului numarului real)
Pentru orice a, be R, avem:
1° |a|=0; 6° |a-b|=]|al-|b];
2° |al=|-a]|;
3° |a|>a; bl |b]
4 |af =|a’|=a’ 8° |a+b|<|a|+|b|.

5 |a"|=]al", neN;

Amintim ci este adevirata egalitatea v x> =| x|, pentru orice Xe R, utild pentru

efectuarea diverselor transformari. De exemplu, proprietatea cunoscuta «ab = Ja b ,

a,beR,, se va scrie vab =4/|a|-+/|b]| pentru a,be R_.



Numere reale. Recapitulare si completari ’

O VxP—dx+4=4(x-27 =|x-2|=|2-x]|.

€ 3202 =1-2V2 + (V2)* =(1-+2)* =|1-+2| = |2 -1]=+2 -1

(fiindcd v2 —1>0).

Exemple

MODULUL

In caz ca se cere a explicita modulul unei expresii in care apar litere, se vor face
presupuneri referitoare la semnul ei.

Exemplu

a7 —ax+ 4 (x—=2) =4(x—2)’ .(x—2)=|x—2|.(x—z):{(x‘z)Z’ daca x>2

—(x—2)°, dacd x<2.

Se poate demonstra ca inegalitatile numerice in R au aceleasi proprietati ca si in Q.

Teorema 2 (proprietiti ale relatiei de inegalitate in R)
Relatia ,,>” are urmdtoarele proprietati, oricare ar fi a, b, ¢, d e R:
1° a > a (reflexivitatea);
2° dacd a=bsi b > c, atunci a > ¢ (tranzitivitatea);
3° dacd a>bsi b>a, atunci a = b (antisimetria);
4° dacaia=Db,atuncia+c=>b+c;
5° daci a=bsi c> 0, atunci ac > bc;
6° dacia=bsic<0, atunci ac < bc;
7° dacia=bsic>d atuncia+c>b+d,
8° dacia>bsic<d atuncia-c=>b-d;
9° daca a=>b, atunci a" >b", ne N, nimpar;
10°dacaia>b >0, atunci a"=b", neN, n>2;

11° daca a=b si a-b>0, atunci %S%.

Demonstratie:

Sa demonstram, de exemplu, proprietatea 11°. Pentru diferenta 1—% obtinem:
a

1 1:b—a >

a b ab

<0, deoarece a-b>0, b—a<0. De unde rezultd cd =<

Q|
S| =

Exercitiu. Demonstrati proprietatile 1°—10°.

I Observatie. Proprietatile 1°—11° sint valabile si pentru relatiile ,,>”, ,,.<”, ,.<”.

5 99— 59

Proprietatile enuntate in teorema 2 se aplicd, in particular, si pentru compararea
numerelor. Se presupune ca a > b (sau a < b). Din aceasta inegalitate, folosind proprietatile
inegalitatilor numerice, se obtine o inegalitate echivalenta, a carei veridicitate se verifica

mai simplu.
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Numere reale. Recapitulare si completari

%Exercmu rezolvat

[_

Sa se compare 20 .

Rezolvare:
- 1
2 20

«/§ < — +L 3< % Deoarece ultima inegalitate este falsa, rezulta ca este falsa si cea

Presupunem ca Aceasta inegalitate este echivalentd cu inegalitatile:

-1.7
2 “20

initiala, adica este adevarat ca Cum numerele nu sint egale, obtinem ca

f17

T2 T2

(2> Exercitii si probleme propuse
3. 4. 3. 1. 2. 1. 1. 1
a) 7 b) 15 ) 5 d) g e) 55 f) 155 2% h) 3
2. Sdse scrie sub formd de fractie numarul:

a) 0,(13); b) 2,(5); c) 1,(2); d) 0,(23); e) 1,2(7); f) 0,2(73).

3. Sase determine daca este un numar rational valoarea expresiei numerice:

) V2+3 48, ¢) (W2 +/3)(/8-+12); g I3V2_5

1. Sase scrie ca numar zecimal:

b)
V3 V3-+2

4. Vafisumaa+ bun numar rational, daca:

a) numerele asi b sint rationale;

b) numerele asi b sint irationale;

¢) un numar este rational, iar celalalt —irational?
5. Sise determine aproximdrile zecimale, cu o eroare mai mici decit 107:

a) /3; b) V7; ¢) 0,(31); d) V3+1; e) V7 -1
6. Sase compare numerele:

a) 3,257129i 3,258129; b) —7,123465 5i—8,123466.
7. Sase deaun exemplu de numar rational cuprins intre 0,62711 $i 0,62712.
8. Sase compare:

a) 0,428571 cu g; b)V3cuB: ¢ ng_l cu %; d) v3+1 cu V101
9. Sa se decida daca pentru orice x din multimea indicata este adevarata egalitatea:

a)ﬁ=l, xeR’; b) x=—|x|, xeR_; ) (x —|x(x +|x[)=0, xe R,
10. Saserezolvein R ecuatia: a) |X+1|=2; b) | X+4|=x-3.
11. Saserezolvein R inecuatia: a) 2x <3x+6; b) 3—-2x>7x-2.



Numere reale. Recapitulare si completari

12. Temperatura apei in ocean, la suprafatd, este de 14°C, iar la adincimea de 44 m — de 2°C.
Considerind ca temperatura ¢ a apei scade proportional cu adincimea 4 (¢ = —ah + b, a > 0),
sa se determine temperatura la adincimea de: a) 22 m; b) 15 m.

13. Aria suprafetei unei fete a cubului este egald cu a cm?.
a) Sa se determine lungimea diagonalei cubului.
b) Si se calculeze volumul cubului cu o eroare mai mici decit 107 prin lipsd, dacd a =15.

14. Sase compare: a) \/11+4\/g cu \/6+5\/7; b) \/19+8\/§ cu \/14+6\/§.

15. Sasecalculeze: a) 4/4/625; b) yVV512.
16. Sa se determine valoarea lui x din dreptunghiul alaturat. v X6
17. Vafiprodusul a-b un numar rational, daca: <

a) numerele a si b sint rationale;
b) numerele a si b sint irationale;
¢) un numar este rational nenul, iar celélalt — irational?

18. Relatia dintre puterea P, intensitatea curentului / si rezistenta R intr-un circuit electric este:
P=1"-R. Care va fi intensitatea curentului, daci se conecteazi o sursi de puterea 1200 W si
cu rezistenta de 500 Q? X

x
19. Sase determine valoarea lui x din desen, daca aria portiunii colorate
reprezintd 60% din aria patratului.

(o)}

X 9

20. Sa se determine daca este un numar rational valoarea expresiei numerice:
2) 1 . b) 6—4/2 5 J2+1 : d) V2 J6-442
v2-3 22-4" V3+242

21. Sa se arate ca %> %, daca b>a>0.

22. Treimagazine ofera reduceri pentru acelasi centru muzical:

a) pretul este de 99 u.m. si se ofera reducere de 25% din pret;
1
3
c) pretul este de 125 u.m. si se ofera reducere de 50 u.m.

\/3+2\E ) 242-3

b) pretul este de 111 u.m. si se oferd reducere de = din pret;
In care magazin va fi cel mai mic pret final?

23. Parlamentul Republicii Moldova este format din 101 membri. Cite locuri 1i revin unei coalitii,
dacid ea a acumulat aproximativ % din voturile participantilor la scrutin?
24. Sise arate ca pentru orice a, be R este adevarata ,,inegalitatea triunghiului”:
lal=|bl|<]a=b[<|a|+|b].
In ce caz fiecare din semnele ,,<” poate fi inlocuit cu semnul ,,="?

25*. Sa se dea un exemplu de numar irational situat intre 0,62711 $1 0,62712.

26*. Ce semne trebuie sa aiba a, b, ab pentru ca sa se respecte egalitatea |a|+|b|=|b—a|?

MODULUL ~
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@ Proba de evaluare

In itemii 1, 2 indicati litera care corespunde variantei corecte.

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte

1. Multimea numerelor reale x pentru care se verifica inegalitatea | X| < |—X| este 1
AR, B R. C R. D R,

2. Suma oricdror doud numere irationale 2
A este un numar rational.
B este un numdr irational.
C nu se poate determina daca este un numar rational sau irational.
D este un numar intreg.

3. Determinati aproximarile zecimale prin lipsa si prin adaos, cu o eroare mai mica decit |
1073, ale numarului +/10.

. Comparati 5v/3 cu 44/5. 2

V6 -3-2+1 3
J10 -

In itemii 1-3 indicati litera care corespunde variantei corecte.

1. Valoarea expresiei numerice ,/% —+/2 apartine multimii

AZ. B Q\z C R\Q. D Z\N.

N

5. Aduceti la forma cea mai simpla expresia

54+442-1

2. Multimea numerelor reale x pentru care este verificata inegalitatea l—;((l <-1este

A R.. B R. CR. D R
3. Dacd xe N si JVxe Q, atunci
A JxeQ\N. B VxeN. C JxeR\Q. D Jx¢R.

4. Determinati aproximarile zecimale prin lipsd si prin adaos, cu o eroare mai mica decit
107, ale numarului a =2 —+/3.

il

Aflati intersectia si reuniunea intervalelor |:1,9; \/§2+ 2:|, |:%, \/5 + g]

a+b

a . b
Vavb+b avb-a Javb

Vi2-+8
J5-26

6. Aduceti la forma cea mai simpla expresia

7. Determinati daca este un numar rational valoarea expresiei numerice
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mopuLuL ¥ matematica i
de teoria multimilor

Ma {indoiesc, deci

‘quget,j cuget, deci ,exi'sL
,‘,,,;,,‘;,,T,,René,Des(:ariesf,

O recunoasterea si utilizarea in diverse contexte a notiunilor: propozitie, valoare de adevar,
cuantificator, teoremd, ipotezd, concluzie, teorema directd, teorema reciprocd, axiomd,
conditii necesare, conditii suficiente, conditii necesare §i suficiente;

O investigarea valorii de adevar a unei propozitii cu ajutorul exemplelor, contraexemplelor,
proprietatilor operatiilor;

O folosirea In diverse contexte a terminologiei aferente teoriei multimilor;

O aplicarea relatiilor de incluziune si egalitate intre multimi, a relatiei de apartenenta a elementelor
unei multimi;

O efectuarea operatiilor cu multimi; reprezentarea analiticd, sintetica, geometrica a rezultatelor

obtinute;

*folosirea in diverse contexte a proprietatilor de baza ale operatiilor cu multimi;

*aplicarea terminologiei aferente inductiei matematice in situatii reale si/sau modelate;

00O

*aplicarea metodei inductiei matematice la demonstratia identitatilor numerice.

Elemente de teoria multimilor.
Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de multime

Exista notiuni si relatii matematice care nu pot fi definite. Printre acestea sint notiunile
multime, element al unei multimi si relatia de apartenenta. Aceste notiuni se exemplifica,
se talmacesc, nsa nu pot fi descrise prin reducerea lor la alte notiuni.

Astfel, o multime este o colectie (totalitate) de obiecte oarecare, numite elementele
multimii, bine determinate si distincte.

Ne amintim ¢ o multime poate fi definita in urmatoarele moduri:

1) prin enumerarea (numirea) elementelor multimii (modul sintetic);

2) prin enuntarea unei proprietati caracteristice a elementelor multimii (modul analitic);

3) cu ajutorul unei diagrame Euler—Venn.

Multimea care contine un numar finit de elemente se numeste finitd. In caz contrar,

multimea se numeste infinitd.
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Numarul de elemente ale unei multimi finite M se numeste cardinalul acestei multimi
si se noteaza |M| sau card M. Multimea care nu are nici un element se numeste multime
vida si se noteaza J; cardd = 0.

Z

Exercitiu rezolvat

Sé se enumere elementele multimilor (definite cu ajutorul unei proprietati caracteristice

a elementelor):

A={xeR|2x* +3x+1=0}, B={xe Z|2x* +3x+1=0}, C={xeN|2<x si x<1}.
Rezolvare:
Rezolvim ecuatia 2x* +3x+1=0 si obtinem: A:{—L —%}, B={-1. Multimea C

nu contine nici un element, adica C = .

1.2. Submultimi, multimi egale

Definitie. Multimea 4 se numeste submultime a multimii B daca orice element al
multimii 4 este element si al multimii B.

Se noteaza: A c B.

Relatia AcCB se numeste relatie de incluziune, ceea ce Inseamna ca orice element
al multimii A este si element al multimii B. Relatia ACB se citeste ,,A este inclusa in B” sau
;A este submultime a multimii B”.

I Definitie. Multimile A4 si B se numesc egale dacd AC B si BC A.

Se noteaza: A = B.

Multimile egale contin aceleasi elemente.

Exemple

@ Multimile 4={1,3} si B={xeR |x2 —4x+3=0} sint egale, deoarece A c B
siBc A

@ Multimile 4={2,3,1,7}si B={xeN |1 <x <7} nu sint egale, deoarece B nu este
o submultime a multimii A (6€ B, 6¢ A).

Multimea submultimilor multimii A se numeste booleanul multimii A si se noteaza cu
B(A). Booleanul multimii A este o multime nevida (chiar daca A este multime vida),
deoarece multimii B(A) ii apartin cel putin multimea A si multimea &.

In modulul 4 se va demonstra

Teorema 1. Daca multimea A4 contine n, n€ N, elemente, atunci multimea B(A)
contine 2" elemente.

Asadar, cardB(A4)=2".

Exemplu

Daca A= {o, A, a}, atunci card A=3;

BA) =19, {0}, {A}, {a}, {o, A}, {0, a}, {A, a}, {o, A, a}}; cardB(4) =2 =38,
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1.3. Operatii cu multimi

7' Reuniunea multimilor

I Definitie. Se numeste reuniunea a doud multimi 4 si B multimea care consta din

toate elementele ce apartin cel putin uneia din multimile 4 sau B.

Reuniunea multimilor A si B se noteaza AU B si se citeste ,,A reunit cu B”.
Prin urmare, AU B ={x |xe A4 sau xe B} (fig. 2.1 a) — portiunea hasurata).

<2 Intersectia multimilor

Definitie. Se numeste intersectia a doud multimi 4 si B multimea care constd din
toate elementele ce apartin si lui 4, si lui B.

Intersectia multimilor A si B se noteaza A[B si se citeste ,,A intersectat cu B”.

Deci, ANB= {x|xe A si xe B} (fig. 2.1 b) — portiunea hasurata).

Multimile A si B se numesc disjuncte daca A(1B=, adica daca nu au nici un
element comun.

/3/ Diferenta a doud multimi

Definitie. Se numeste diferenta a doua multimi 4 si B (in aceastd ordine) multimea
care consta din toate elementele ce apartin multimii 4 §i nu apartin multimii 5.

Diferenta multimilor A si B se noteaza A\ B sau A — B si se citeste ,,4 minus B”.
Asadar, 4\ B={x |xe A si xe B} (fig. 2.1 c¢) — portiunea hasurata).

a) A b) c)
B B
Fig.2.1

Observatie. Reuniunea si intersectia multimilor se aplica la rezolvarea sistemelor,
totalitatilor de ecuatii si/sau inecuatii (a se vedea modulele 6-8).

:/,:-»' jt

4 Produs cartegian

Definitie. Se numeste produs cartezian a doud multimi nevide 4 si B multimea
perechilor ordonate (x, y), xe 4, ye B.

Produsul cartezian al multimilor A si B se noteaza A x B si se citeste ,,4 ori B”.
Deci, AXB={(x,y)|x€ 4, ye B}.

MODULUL ~ ]
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Exemple

@l Daca A={1,2}, B={a, b, c}, atunci
AxB={(1,a),(l,b),(1,0c),(2,a),(2,b),(2,c)},iar
BxA={(a 1), (b, 1), (c 1), (@ 2),(b2),(c2)}

& Produsul cartezian R X R joacd un rol important in matematica, fizica si in alte
domenii. Perechile de coordonate ale punctelor dintr-un sistem de axe ortogonale reprezinta,
de fapt, elemente ale produsului cartezian R x R.

@ Produsul cartezian R* XR™ reprezinta perechile de coordonate ale punctelor din
cadranul I al unui sistem de axe ortogonale.

Evident, in caz general, AXxB = Bx A

/?/ Proprietdti ale operatiilor cu multimi

Operatiile cu multimi posedd un sir de proprietati, unele dintre ele fiind similare cu
proprietatile operatiilor de adunare si inmultire cu numerele reale.

Teorema 2. Pentru orice multimi 4, B, C, avem:

1° AUB=BUA; 1 ANB=BNA

2° AUA=A 2 ANA=A

3° AUD=A 3 AND=0;

4° (AUB)UC=AU(BUC), 4°" (ANB)NC=AN(BNC);

5¢ AN(BUC)=(ANB)U(ANC); 57 AU(BNC) =(AUB)N(AUC);
6° Ax(BUC)=(AxB)U(AxC). 6°” Ax(BNC)=(AxB)N(AXC).

Z
%Exercitii rezolvate

1. Sa se arate ca AUB =28, daca Ac B.

Rezolvare:

Evident, B ¢ AU B. Pentru a obtine egalitatea ceruta, e suficient ¢ aratam incluziunea
inversa: AU B c B.

Fie xe AUB. Atunci xe 4 sau xe B. Daca xe 4, atunci xe B (din conditia ca
AC B). Astfel, xe B, ceea ce implica AU B c B si, in final, AU B = B.

2. Sa se determine reuniunea multimilor A=Z_, B={xe Z||x[<100}, C=Z,.

Rezolvare:

In baza proprietatilor 1°, 4°, obtinem:
M=AU(BUC)=AU(CUB)=(AUC)UB=(Z UZ,)UB.

Deoarece Z UZ, =Z si BCZ, rezultaica M =ZUB=2Z.
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(&> Exercitii i probleme propuse

1. Sase verifice dacd sint egale multimile:
a) {1 -1 si{xeR|x*-1=0}; b) {xe Z||x|< 7} 5i{0,1,2, 3 4,5,6}.
2. Fiemultimile 4=1{0,1, 2,3, 4,5} si B=N.
Sa se determine multimea:
a) AU B; b) AN B; c) A\B; d) B\A
3. Sase determine booleanul multimii A={1, 2, 3} U{2, 4, 6} si cardinalul lui.
4. Sa se scrie trei numere care satisfac conditiile:
a)aeZ si agN; b) ae Z si |a| <5.
5. Fiemultimile N, Z, Q, R, Z\N, Q\Z, R\ Q. Si se determine care din ele are ca element:
a)2; b) V17; ¢) (2-+/3)2 +443.
6. Sa se determine produsul cartezian A x B al multimilor A, B, daca:
a) A={2, 4,6}, B={1, 3; b) A={a,b,c}, B={x, vy, Z.
Este adevarat cd AXB# Bx A?
7. Fiemultimile:
a) A={xeR|x*+2x-3=0} si B={xeR|x<1};
b) A={xe IR‘x3 —-1>0} si B={xe IR‘x2 +x+1<0}.
Sa se stabileascd daca sint egale multimile A si B si sd se determine multimile AU B, ANB.
e
8. Sase verifice daca sint egale multimile {\/E} si{xeR, ‘ x> —2=0}.
9. Fiemultimile 4 ={xe IR\x2 —2x-320} si B={xeR \xz -36<0}.
Sa se determine multimea: a) B\ A b) A\ B.
10. Sase determine card 4, booleanul multimii A, card B(A), dacd A=[0, 4) Z.
11. Sa se determine toate numerele care satisfac conditiile:
a) acR si ag Q; b) ae N si 2<|a|<10.
12. Fie multimile N, Z, Q, R, Z\ N, Q\Z, R\ Q. Sa se determine care din ele are ca element:
a) —+/2; b) [/3-2]- V/3; ¢) ¥9-4y5 —+/5.
13*. Sa se demonstreze egalitatea:
a) AN(B\C)=(ANB)\C; b) A\(BUC)=(A\B)N(A\C).
14”. Sa se determine multimea valorilor reale ale Iui m pentru care este adevarata propozitia:
a) {xeR ‘xZ -3x+m=0}N{xeR ‘xz —4x+4=0}=0.
b) {xeR ‘xz —-3x—-4<0N{xe IR‘X2 -m<0}=0.
15”. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a) Daca CUA=CUB, atunci 4=B. b) Daca C(N4=C(B, atunci 4=B.

MODULUL ~
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Elemente de logicd matematica

2.1. Notiunea de propozitie. Recapitulare si completari

Problema. Fie enunturile:

1. Orasul Chisinau este capitala Republicii Moldova.

2. 3x* —x=0.

3. Orice patrat este romb.

4.\3=3.

a) Sa se determine care din aceste enunturi sint propozitii. Argumentati raspunsul.
b) Sa se determine valoarea de adevar a fiecarei propozitii.

In logica matematica se numeste propozitie un enunt despre care se poate spune cu
certitudine ca este adevarat sau fals.

Propozitiile se vor nota cu minusculele alfabetului latin: a, b, ..., p, g, ...

Revenind la problema, constatdm ca enunturile 1, 3, 4 sint propozitii, fiindca ne putem
pronunta cu certitudine despre valoarea de adevar a acestora: enunturile 1 si 3 sint propozitii
adevarate, iar enuntul 4 este propozitie falsa. Despre valoarea de adevar a enuntului 2,
3x* —=x =0, nu ne putem pronunta, deoarece, de exemplu, pentru x=0 se obtine o
propozitie adevarata, iar pentru x =1, o propozitie falsa, insa valoarea lui x nu se cunoaste.

Observatie. Spre deosebire de enuntul 2, sint egalitati (inegalitati) care contin variabile
si totusi sint propozitii, fiindca ele se transforma in egalitati (inegalitati) numerice
adevarate, oricare ar fi valorile variabilelor dintr-un anumit domeniu.

Ca exemplu pot servi proprietatiile operatiilor ca numere reale: x+0=0+x, x-y=y-x,
x, veR, s.a.

Pornind de la propozitiile p, g, cu ajutorul operatorilor logici ,,si”, ,,sau”, ,,non” (,,nu”),
»daca..., atunci...”, se obtin propozitii (compuse): ,.p siq”, ,,p sau ¢~ s.a.m.d. De exemplu,
pentru propozitiile p: ,,2 este un numar natural”, g: ,,—3 este numar intreg”, se poate forma
propozitia ,,2 este numar natural i —3 este numar intreg”.

In continuare, ne vom preocupa de o alti clasificare a propozitiilor — in propozitii
particulare, propozitii generale. Sa consideram propozitiile:
1. Numarul 171 este divizibil cu 3.
2. Orice numar intreg este divizibil cu 3, daca suma cifrelor din scrierea sa zecimala
este divizibild cu 3.
3. Numirul 2 este solutie a ecuatiei x” —3x+2=0.
4. Oricarui poligon regulat i se poate circumscrie un cerc.

Dupa gradul de generalitate, propozitiile 1 si 3 se refera la cazuri particulare, sint
propozitii particulare, iar propozitiile 2 si 4 au caracter general, se refera la un element
arbitrar al unei multimi (sint propozitii generale). Formularea propozitiilor generale poate
fi mai compactd, daca utilizam cuantificatorul universal (V) (se citeste ,,pentru orice”,
woricare ar f1”) sau cuantificatorul existential (3) (se citeste ,.exista”). De exemplu,
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propozitia ,,Pentru orice numar real x, se indeplineste conditia x*+1>0" se va scrie
(Vxe R) (x* +12=0). Propozitia ,,Existd un poligon regulat ale carui unghiuri interioare
sint de 110°” se poate scrie (dx € M) (unghiurile interioare ale lui x sint de 110°), unde M
este multimea tuturor poligoanelor regulate dintr-un plan.

Printre propozitiile matematice, un loc aparte il ocupa teoremele si axiomele. Teoremele
sint propozitii generale care, de obicei, necesitd demonstratii, adica argumentarea riguroasa
a faptului ca ele sint adevarate. Pe parcursul demonstratiei se utilizeaza alte propozitii
adevarate, unele dintre ele fiind teoreme (deja demonstrate), iar altele pot fi axiome.
Axiomele sint propozitii considerate adevarate fara a fi demonstrate (nici nu pot fi de-
monstrate). Ele denota unele cerinte si proprietati (eventual general recunoscute) pentru
notiunile si obiectele studiate in cadrul unor teorii riguros construite. Axiome sint, de
exemplu, propozitiile: ,,Doud puncte distincte determind o dreapta si numai una”, ,,Prin
orice punct exterior unei drepte se poate duce o unica paraleld cu dreapta data”.

Majoritatea teoremelor din matematica au (sau pot fi scrise in) una din formele:
,Dacd A, atunci B” sau ,,4 daca si numai dacd B”, unde 4, B sint conditii ce tin de
notiunile si conceptele matematice.

Exemple
@l Daca un patrulater este romb, atunci diagonalele lui sint perpendiculare.

© Numarul intreg «a este divizibil cu 5 daca si numai daca ultima (din dreapta) cifra din
scrierea zecimala a lui a este 0 sau 5.

In teoremele de forma ,,Daca A4, atunci B”, conditia 4 se numeste conditie suficienta
(pentru B), iar B — conditie necesard (pentru A). In teoremele de forma ,,4 daca si numai
daca B”, conditiile 4, B se numesc conditii echivalente sau conditii necesare si suficiente,
adica 4 este conditie necesara si suficientd pentru B, iar B — conditie necesara si suficienta
pentru 4.

Exemple

@ In teorema ,,Daca un numar natural este divizibil cu 6, atunci el este divizibil cu 27,
conditia ,,un numar natural este divizibil cu 6” este conditie suficientd pentru conditia
,numarul natural este divizibil cu 27, care, la rindul sau, este conditie necesard pentru
prima.

€ inteorema din exemplul & , conditiile ,,numarul intreg @ este divizibil cu 5” si ,,ultima
cifra din scrierea zecimald a numarului intreg este 0 sau 5” sint echivalente.

Orice teorema include urmaitoarele componente structurale: partea explicativd,
ipoteza, concluzia.

Partea explicativa a teoremei indica multimea de obiecte 1n cadrul céreia este adevarata
propozitia enuntata prin teorema. In unele cazuri, partea explicativa este prezenti ex-
plicit, in alte cazuri — implicit.

Orice teorema de tipul ,,Daca A, atunci B” poate fi scrisa sub forma

(xe M)(A(x) = B(X)),
unde Xe M este partea explicativa, A(x) — ipoteza, B(x) — concluzia.

MODULUL \
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Exemplu

& Consideram teorema: ,,Fie p un patrulater convex din planul ¢. Daca p este romb,
atunci diagonalele lui sint perpendiculare”.

Partea explicativa a teoremei este ,,p este un patrulater convex din planul ¢”, ipoteza
teoremei —,,p este romb”, concluzia teoremei — ,,diagonalele lui p sint perpendiculare”.

Schimbind locurile ipotezei si concluziei teoremei ,,Daca A4, atunci B”, obtinem o alta
propozitie: ,,Dacd B, atunci A”, numita reciproca teoremei, care poate fi adevarata (o
noud teorema) sau falsa. in cazul in care reciproca ,,Daca B, atunci 4” este adevarata,
teorema initiald se numeste teoremd directd, iar reciproca ei — teoremd reciprocd.
Teorema reciproca se scrie (Xe M) (B(X) = A(X)).

Exemple

(& Reciproca teoremei ,,Dacd un numar intreg a este divizibil cu 6, atunci el este
divizibil cu 2” este ,,Dacd un numar intreg a este divizibil cu 2, atunci el este divizibil cu 6”,
care este o propozitie falsda. Aceasta se verifica printr-un contraexemplu: numarul 4 este
divizibil cu 2, dar nu este divizibil cu 6.

& Reciproca teoremei ,,Daca punctul de intersectie a diagonalelor unui patrulater este
mijlocul lor, atunci acest patrulater este paralelogram” este ,,Daca un patrulater este
paralelogram, atunci punctul de intersectie a diagonalelor lui este mijlocul fiecarei diagona-
le” — propozitie adevarata, deci este teorema.

Daca pentru teorema ,,Daca 4, atunci B” este adevarata reciproca ei, atunci conditiile
A si B sint echivalente, deci este adevarata teorema ,,4 daca si numai daca B”. Astfel,
teoremele directa si reciproca din exemplul & pot fi formulate ca o singura teorema: ,,Un
patrulater este paralelogram daca si numai dacad punctul de intersectie a diagonalelor
patrulaterului este mijlocul lor”. Adica (xe M) (A(X) < B(X)).

In continuare ne vom referi la unele metode de demonstratie a teoremelor (in afara de
demonstratia directa).

Se cunoaste din gimnaziu metoda reducerii la absurd de demonstratie a teoremelor
de forma ,,Dacad A4, atunci B”. Ea reprezintd un rationament prin care se presupune ca
ceea ce trebuie demonstrat (concluzia B) nu este adevérat si, prin deductii logice, aceasta
presupunere duce la o contradictie (absurditate). Atunci rezultd ca presupunerea facuta
este falsd, deci concluzia initiala este adevarata.

Exemplu

Sa demonstram prin metoda reducerii la absurd propozitia ,,Dacd un numar intreg a nu
este divizibil cu 3, atunci el nu este divizibil cu 6”. Presupunind contrariul, ca a este
divizibil cu 6, vom arita ci a este divizibil cu 3. Intr-adevar, intrucit a este divizibil cu 6, el
poate fi scris sub forma a =6¢, te Z, sau a =3-(2t), 2t Z. Deci, a este divizibil cu 3,
ceea ce contrazice ipoteza. In baza metodei reducerii la absurd, obtinem ca propozitia
initiald este adevarata.

O alta metoda de demonstratie a unor propozitii se expune in secventa 2.2.
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2.2. Inductia matematica

Procedeele de obtinere a propozitiilor particulare din altele generale, sau invers, se
aplica pe larg, deoarece orice teorie in matematica (si nu numai) se construieste in mod
deductiv, prin care toate propozitiile (teoremele) se obtin din altele, adevarate.

Rationamentul logic prin care din propozitii generale se obtin propozitii particulare se
numeste deductie.

Exemplu

Propozitia generala ,,Orice ecuatie de gradul II cu coeficienti reali, care are discriminan-
tul nenegativ, are solutii reale” se refera la toate elementele multimii ecuatiilor de gra-
dul II cu coeficienti reali i cu discriminant nenegativ, deci este o propozitie generala.

Propozitia ,,Ecuatia 2x” + x—5=0 are solutii reale” se referd la un element concret
al multimii mentionate, deci este o propozitie particulara.

Fie P(x) un enunt ce se referd la un element arbitrar x, xe M. Dacé o propozitie
generald (Vxe M)P(x) este adevarata, atunci, prin deductie, din ea se obtin propozitii
particulare adevarate: P(a) pentru x =a.

Propozitii adevarate se pot obtine folosind rationamentul logic numit inductia. Cu
ajutorul lui, din propozitii particulare se obtin propozitii generale. Se aplicd inductia
incompleta, pentru care propozitia generala se formuleaza in baza examinarii unor cazuri
particulare, si inductia completd, pentru care propozitia generald se formuleaza in baza
examindrii tuturor cazurilor particulare posibile.

Prin inductia incompleta se pot obtine propozitii generale care s-ar putea sa fie adevarate,
dar s-ar putea si fie si false. Insd prin inductia completa se obtin propozitii generale
neaparat adevarate.

Exemplu

Fie propozitiile particulare adevarate ,,1+2<11” si ,,1+3<11”. in baza acestor
propozitii se pot forma mai multe propozitii generale:
p: »,Suma oricaror doud numere naturale este mai mica decit 117;
q: ,,Suma oricaror doud numere naturale mai mici decit 4 este mai mica decit 11”.
Propozitia p este falsa, iar propozitia g este adevarata, ceea ce se poate stabili prin
examinarea tuturor propozitiilor particulare:

I+1<11, 1+2<11, 1+3<11, 2+2<11, 24+3<11, 3+3<11.

Inca o metoda de demonstratie a propozitiilor generale (teoremelor) este metoda
inductiei matematice.

Daca pentru un enunt P(n), n€ N, este adevarata propozitia particulara P(0)
(sau P(m), m—numar natural fixat) si din presupunerea ca este adevarata propozitia
P(k) (k>m) rezulta ca este adevarata propozitia P(k +1), atunci este adevarata

propozitia generald (Vne N)P(n) (respectiv n>m).

MODULUL \



MODULUL ‘

Elemente de logica matematica si de teoria multimilor

Mentionam cé aceastd metoda se poate aplica doar la propozitiile a caror esenta tine
de numerele naturale. Demonstratia prin metoda inductiei matematice a propozitiei
(Vre N, n>m)P(n) se efectueaza in 3 etape.

1. Se verifica daca propozitia particulara P(m) este adevarata.

2. Utilizind ipoteza ca propozitia P(k), k >m, este adevaratd, se demonstreaza ca
este adevarata si propozitia P(k +1).

3. Daca ambele etape ale demonstratiei sint verificate, atunci este adevarata propozitia
(VneN, n>m)P(n).

Z
%Exercitiu rezolvat

Aplicind metoda inductiei matematice, sa se arate ca pentru orice numar natural ne-

nul n este verificata egalitatea:
_nnth)

14243+...+n
3 2

Rezolvare:

Folosind cuantificatorul universal, aceasta propozitie generala poate fi scrisd sub forma

(Vne N )P(n), unde P(n) semnificd ,,1+2+...+n @
Parcurgem etapele metodei inductiei matematice.
1. Pentru n=1 se obtine propozitia particulara 1= 1d ; D si ea este adevarata.

2. Presupunem ca pentru un oarecare k natural este adevarata propozitia particulara

P(k): 1+2+...+k:@

varata propozitia P(k+1): 1+2+...+k+(k+1

. Utilizind aceasta egalitate, vom verifica daca este ade-
(k+D[(k+1)+1]
) = 2 *

Procedam astfel:

(424 +h)+(k+1)="4FD) k(k“)

+(k+1)=

(k+D)(k+2) (k+D[(k+1)+1]

2 - 2 ‘
Prin urmare, propozitia P(k + 1) este adevarata.
_n(n+l)

3. In baza metodei inductiei matematice, rezulta ci egalitatea 1+2+...+n 3

este adevarata pentru orice ne N

(&> Exercitii si probleme propuse

1. Sase determine care dintre urmatoarele enunturi sint propozitii si sa se afle valorile de adevar ale
acestora.
a) Temperatura de fierbere a apei la presiunea atmosferica de 760 mm ai coloanei de mercur este
de 110°C.
b) Poligonul ABCD este un patrat.
c) Greutatea specifica a apei de mare difera de cea a apei distilate.
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2. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
a) (Axe N) (x* —x-2=0). b) (Axe R) (x> —x—2=0).
¢) (Fxe Z) (x> —x-1=0). d) (VxeR) (x* —x—2=0).

3. Sase formuleze propozitii particulare obtinute din propozitia generala:
a) Orice numar natural divizibil cu 10 este divizibil cu 5.
b) Suma masurilor unghiurilor interioare ale unui poligon convex cu n laturi este egala cu
180°(n —2).

4. Fieteorema: ,,Daca patrulaterul ABCD este un romb, atunci diagonalele lui sint perpendiculare”.
Sa se formuleze reciproca acestei teoreme, apoi sa se determine valoarea ei de adevar.

5. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
a) Temperatura de fierbere a apei in munti (circa 900 m deasupra nivelului marii) este mai mica
decit 100°C.

b) V725 Q.

6. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
a) (Vxe M) (marimea unghiurilor alaturate bazei unui triunghi isoscel este de 30°), unde M este

multimea triunghiurilor isoscele dintr-un plan.

b) (Ixe U) (marimile unghiurilor interioare ale triunghiului x nu depasesc 50°), unde U este
multimea triunghiurilor echilaterale dintr-un plan.

¢) (Ixe R) (| x+2|+|x+3]|=0).

d) (VxeR) (| x+2|+ X* —x+1>0).

7. Sa se determine componentele structurale ale:
a) teoremet lui Pitagora;
b) teoremei ,,Marimea unghiurilor interioare ale unui triunghi echilateral este de 60°”.

8. Aplicind metoda inductiei matematice, si se demonstreze ci pentru orice n, ne N*, este adevirati
propozitia:
a) 1+2+.42"=2"-1.
b) 1+ 3+5+...+(2n-1) =n>

n*(n+1)?

—z

d) *+3+...+(2n-1)*=

) LP+2°+. . +n’=
n(2n-1)(2n+1)
-3

e)1-2+2-3+...+n-(n+)) =g(n+1)(n+ 2).
9. Utilizind metoda reducerii la absurd, sa se arate ca este adevarata propozitia ,,Daca un numar
intreg @ nu este divizibil cu 2, atunci el nu este divizibil cu 10”.

10. Fieteorema ,,.Dacad numerele a, b sint rationale, atunci suma @ + b este un numar rational”. Sa
se formuleze reciproca si sa se determine valoarea ei de adevar.

11*. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:
a) Exista un poligon regulat ale carui unghiuri interioare sint de 110°.
b) Cifra unititilor numarului 7' este 3.

MODULUL ~
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(&> Exercitii si probleme recapitulative

Sa se determine care dintre urmatoarele enunturi sint propozitii si sa se afle valorile de adevar ale
acestora.

a) /3 este numér real.

b) Greutatea specifica a ghetii este mai mica decit cea a apei.

c¢) Atena este zeita intelepciunii In mitologia greaca.

d) Organizatia Natiunilor Unite (ONU) a fost fondata in 1945, pentru a instaura in toate tarile
regimuri de aceeasi orientare.

e) Piramidele egiptene au fost construite in secolul al XVI-lea d. H.

f) In Sistemul Solar sint 6 planete.

g) (FxeR) (|x+2]<2). h) (VxeR) (|x+2]<2).

2. Sa se formuleze o teorema a carei reciproca este o propozitie adevarata.

3. Sase determine conditia necesara si conditia suficienta ale teoremei; sa se formuleze reciproca

9.

ei si sa se determine valoarea de adevar a acesteia:
a) Daca numarul intreg a se divide cu 14, atunci el se divide cu 7.
b) Daca un triunghi este dreptunghic, atunci el are doud unghiuri ascutite.

Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a) (VxeR) (x> —x+1>0). b) Fne N \{1}) (n|3 si n|7).

Fiemultimile 4 ={1, 2, 3, 4}, B={L, 3,5, 9}.

Sa se determine AUB, A(\B, A\B, B\ A, AxXB.

Intr-o clasa sint 28 de elevi si toti frecventeazi fie sectia de volei, fie sectia de baschet, fie ambele

sectii. Citi elevi frecventeaza ambele sectii, daca sectia de volei este frecventata de 12 elevi, iar
cea de baschet — de 20 de elevi?

S se determine multimile AU B, AN B, dacd A={xe R|(x+1)*(x-5)* <0} si
B={xeR|x>-3}.

Fie S,, S, multimile solutiilorin R ale ecuatiilor x> —5x—6=0 sirespectiv vx—6 - (x’ —1)=0.
Sa se determine: a) SUS,; b) SNS,; ¢) S\S,; d) S,\S; e) SxS,.

Sé se determine booleanul multimii 4 =[-2, 3)( Z.

10*. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a) Multimea numerelor rationale pozitive are cel mai mic numar.

b) Oricare ar fi n natural, fractia # este ireductibila.

¢) @xeR) (\2x* —431x+1<0).

117, Sa se arate ca este adevarata propozitia:

a) Pentru orice numere rationale a, b, a <b, exista cel putin un numar rational c, astfel incit
a<c<b.

b) Oricare ar fi numerele irationale (rationale) a, b, exista cel putin un numar irational c, astfel
incit a<c<b.
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@ Proba de evaluare Timp efectiv de ncra:
45 de minute

. Decideti daca enuntul ,,Un patrulater convex are 3 diagonale” este o propozitie si, in caz
afirmativ, determinati valoarea ei de adevar.

. Fiepropozitiile p:,,4 |15 7 g, 4|8 7,
a) Alcatuiti propozitiile compuse: ,,p si ¢”, ,,p sau ¢”, ,,non p”, ,non q”.
b) Determinati valoarea de adevar a fiecarei propozitii obtinute.

. Fie teorema ,,Daca un patrulater este romb, atunci in el se poate Inscrie un cerc”.
a) Determinati conditia necesara si conditia suficienta.
b) Formulati reciproca teoremei si determinati valoarea ei de adevar.

. Fiemultimile 4 = {0, 2,3, 6} si B={2,3, 7, 12}. Determinati care dintre multimile

M =1{2,3}, M,={2,3,6}, M,=1{0,2,3,6,7,12},
M,={0,6}, M,=17,12}, M¢={0,6,7,12}

sint egale cu multimea:

a) AUB; b) ANB.

. Determinati valoarea de adevar a propozitiei:
a) {x,y,z}={y,z,x}; b)3e {3}

. Decideti daca enuntul ,,Sterge geamurile” este o propozitie si, In caz afirmativ, determinati
valoarea ei de adevar.

. Fie propozitiile p: ,4*= 15, ¢q: ,,\/16 =4
a) Alcatuiti propozitiile compuse: ,,p si ¢”, ,,p sau ¢”, ,,non p”, ,non q”.
b) Determinati valoarea de adevar a fiecarei propozitii obtinute.

. Fieteorema ,,Daca un patrulater este dreptunghi, atunci lui i se poate circumscrie un cerc”.
a) Determinati conditia necesara si conditia suficienta.
b) Formulati reciproca teoremei si determinati valoarea ei de adevar.

. Fie S,, S, multimile de solutii in R ale ecuatiilor x* +2x—3=0 si respectiv
(x=3)(x’ -1 =0.
Determinati:

a) SUS; b) SNS,; ) $\S; d) S\S,.

. Aplicind metoda inductiei matematice, demonstrati ca:

12+22+32+...+n2=w, neN".

MODULUL ‘ ’
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Radicali. Puteri.
Logaritmi

mobuLuL 3¢

Unde-l unu ‘nu,‘l itore | 1‘ ) -+
putere 1" = 1
Un de- (=1 2 =2 31 3 ,L) §

-8 daz puterea cieﬂe (22 = 4 32 = 9 )

O efectuarea operatiilor cu numere reale: adunarea, scaderea, inmultirea, impartirea, ridicarea
la putere cu exponent rational sau real; a operatiilor cu radicali de ordinul n, ne N, n>2, a
operatiilor cu logaritmi ai numerelor reale pozitive;

O aplicarea proprietatilor puterilor, radicalilor, logaritmilor la efectuarea unor calcule cu numere
reale;

O folosirea estimarilor si aproximarilor pentru verificarea validitatii unor calcule cu numere
reale, folosind puteri, radicali, logaritmi.

Radicali

1.1. Notiunea de radical. Proprietati

Se stie cd puterea unui numar real b cu exponent natural nenul n, notatd b", este
produsul a n numere, fiecare fiind egal cu b. Deci, fiind datd baza b si exponentul n, se
determina valoarea puterii b" =a.

S-a examinat si una din problemele inverse: fiind datad valoarea a a puterii i exponen-
tul n, Nn=2, se cauti baza b pentru care b* = a. Astfel, rezolvarea ecuatiilor de gradul II
a impus definirea notiunii radical de ordinul 2. Anume solutia pozitivd a ecuatiei
x?*=a, a>0, s-a notat cu \/5 si s-a numit radical de ordinul 2 din a.

Diverse probleme necesita rezolvarea unor ecuatii de grad mai mare decit 2. De
exemplu, sa se determine lungimea muchiei unui cub cu volumul de: a) 8 m3; b) 5 m3.

In cazul a), lungimea muchiei este de 2 m. Pentru varianta b) nu existi in Q valoarea
exactd a lungimii muchiei, deoarece nu existi un numdr rational x, astfel incit x*=5.
Solutia acestei ecuatii se noteaza 5 si este radical de ordinul 3 din 5.

Definitii. « Numarul real b se numeste radical de ordin impar n, ne N', n>1,
din numarul real a, dacd b" = a.

o Numarul real nenegativ b se numeste radical de ordin par n, ne N', n>1, din
numarul real nenegativ a, daca b" =a.
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Radicalul de ordinul n din a se noteaza Q/g Deci, "\/_zb S b"=a, a,beR,
n=2k+1, sia=b<b"=a, a,beR,, n=2k, keN".
De exemplu, 4/0,25=0,5; 3/-0125=-05; 1/-16 nu exista; Q/6:0, neN, n>2.

Observatie. Aplicind proprietdtile inegalitatilor numerice, se poate demonstra ca in
conditiile enuntate in definitie valoarea radicalului este unic determinata.

Radicalul de ordinul n dintr-un numar a se calculeaza conform definitiei, care afirma
ca trebuie sd se determine solutia reala a ecuatiei X" =a, ae R, n=2k+1, sau solutia
nenegativa a ecuatiei X"=a, aeR,, n=2k, ke N". Solutia acestei ecuatii poate fi un
numar rational sau un numadr irational. Pentru a determina (in caz de necesitate) aproximarile
zecimale ale acestui numdr, folosim calculatorul sau proceddm ca in urmatoarea problema.

Problema. Sa se calculeze aproximarile prin lipsa si prin adaos ale numarului V2 , cu
0 eroare mai mica decit 107,

Rezolvare:

Folosind inegalitatea evidenta 1° <2< 2%, obtinem ci 1< 3/2<2, adica 1 si 2 sint
aproximarile zecimale prin lipsa si respectiv prin adaos, cu o eroare mai mica decit 1, ale
numirului ¥/2. Vom examina cuburile numerelor de la 1 pind la 2 cu pasul 0,1:
LI%; 1,2%; ...; 1,9°; 2°. Observam ca numirul 2 este cuprins intre numerele 1,2° =1,728 si
1,3° = 2197; deci, 1L2<3/2 <13. Cum 13-1,2=10", rezulti ca 1,2 si 1,3 sint aproxima-
rile prin lipsd si respectiv prin adaos, cu o eroare mai mici decit 10", ale numirului 32.

Vom examina cuburile numerelor de la 1,21 pina la 1,29 cu pasul 0,01:
1,21°; 1,22°; ...; 1,29°. Deoarece 1,953125=1,25°<2<1,26°=2,00376, rezulti ci
1,25<3/2 <1,26, adici numerele 1,25 si 1,26 sint aproximarile prin lipsa si respectiv prin
adaos ale numarului 3«/5 , cu o eroare mai mici decit 107,

Teorema 1 (proprietati ale radicalilor)
Pentru a,be R, si n numar natural nenul par sau &, be R si n numar natural
impar, k, p, se N', avem:

1° Va)" =a; 7° a>b>0=4a>b;
2° tfa-b=4a-¥b; 8° ™ =|al, Va’ =|al;

30 (\/_) \/_\/_ 9o 2@=M.W, a-beR,;
40\/7 \/_ b+0; 2\k/|_

100 2k
5o ¥a="%a, k=2 b zjb|’
6° Ya™ =¥a*, p>2 11° ®a? =¥|a°|, acR, p=2.

Demonstratie:

Pentru a demonstra aceste proprietati, vom folosi definitia radicalului i vom tine cont
ca radicalul (daca exista) este un numar unic determinat. Altfel spus, este suficient sa
aratam ca puterea respectiva a expresiei dintr-un membru al egalitatii este egala cu expresia
de sub radical din celdlalt membru al ei.

, a-beR,, b#0;
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1° Notim b="4/a, atunci b" =a si, dupa ce substituim b cu Va, obtinem (Q/g)” =a
2° Intr-adevir, (3/a-%b)" = (¥a)" - (4/b)" =a-b. inbaza definitiei radicalului de ordi-

nul n, rezulta ca Y a-b ZK/;-K/Z.

Proprietatea 3° este o consecinta a proprietatii 2°, iar proprietatile 4°, 5°, 6°, 9° si 10°
se demonstreaza Tn mod analog.

7° Presupunind ci Va<ib, obtinem (Q/a)" < (Q/B)n (modulul 1, teorema 2,
proprietatea 9°), adicd a<b, ceea ce este o contradictie. Prin urmare, 8/a>4b.

8° Luind in consideratie ca radicalul dintr-un numar nenegativ este nenegativ si ca
(xa)* =a*, obtinem: 2«"/? = W =lal. P

Exercitiu. Demonstrati proprietatile 3°-6°, 9°—11°.

Observatie. Daca n este numar natural par, atunci, la aplicarea proprietatilor 2°, 4°,
9°.10°, 11°, trebuie sa ne convingem ca membrul drept este un numar nenegativ.

1.2. Transformari ale expresiilor irationale

X / Scoaterea factorului de sub radical, introducerea factorului sub radical

Z
%Exercitii rezolvate

1. Si se aduci la forma cea mai simpld expresia 3/ 7% —7°-5.

Rezolvare:

Y70 -7 5=3/7°(7-5) =7 32=7-%2.

Daca radicalul este de ordin par si sub radical sint variabile, atunci pot fi folosite
proprietatile 8°—11°.

2. Si se scoatd factorul de sub radical: 4/X® —5x?, xe (—o, —4/5]U[4/5, +o).

Rezolvare:

4x° -5 =4/x2(x* —5) =4/x* -4/x* =5 = [ x| -4/x" -5.

Observatie. Este gresit sa aplicam proprietatile 1°-7° in cazul in care nu se cunosc
semnele valorilor factorilor, deci este gresit, de exemplu, sa scriem

4/x"(x* —5) —4/x7 4x¢ —s.
intr-adevar, domeniul valorilor admisibile (DVA) al expresiei din membrul sting al egalitatii
este multimea [—‘{/g, 0] U[‘{/g, +o0), iar DVA al expresiei din membrul drept este
multimea [4/5, +co).

La introducerea factorului sub radical se pot comite greseli de tipurile:

~72=4/(-7)? \2=4/98; x-él\/%a/%#/XTY-

MODULUL ~
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4
Corect este: —7+/2 =—+/98; X4/ { Xy, daca x>0

4xy, daca x<0.

2/ Rationalizarea numitorului unui raport algebric se numeste transformarea
care elimind radicalii de la numitorul acestuia. Numitorul raportului poate fi rationalizat
prin diverse moduri.

a) Amplificarea raportului de tipul (A — o expresie oarecare):

A ; -
, a,beR", cu Yb"*:
) a-Vb

) L, a, be R}, cu expresia conjugatd numitorului (\/5 ++/b si Ja-+b sint
Jatb :

expresii conjugate).

Exemplu

2 ___ 2M7+42)  _ 2(7+442) _207+42)
V7-V2 (7T-V2)W7+2) (V1) -(2)’ 5

b) Utilizarea formulelor:

®a-Yb)Wa™ +¥a" +...+Vab™2 +¥b)=a-b, neN, n>2, a,b>0;
®a+¥Vb)Ra —%a"%b +...—Vab"? +¥b" ) =a+b, ne N, n impar.
Exemplu

2 2(/3 +¥/3-32+3/2%) 2(\/_+\/€+\/_)
B2 (B-2)EF B 2+2) /B -(2)

=2/9+3/6+3/4).

¢) Eliminarea succesiva a radicalilor unei sume algebrice

Exemplu

1 _ \/§+5+\/§ _ \/§+5+\/§ _
V3+5-42  (V3+5-42)(3+5+2) (V3+5)*-(V2)

_ (3+5++2)(26-10V3)
(26+104/3)(26-10V/3) 376(26*/_ 244/3-10/6 +100).

Z
%Exerciﬁu rezolvat
Sa se aducd la forma cea mai simpla expresia A= 4/(X+ 2)* —8x [\/_—i)

X
Rezolvare: Vx
Deoarece expresiile de sub radical contin variabilad, aflaim DVA al expresiei 4:

(0, 20U (2, +o0).
Obtinem:

A=+/X*-4x+4

1/(xz X _|x=2] x {J—daCaxe(oz)

-2 Jx, daci xe (2, +o0).

f
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(&> Exercitii si probleme propuse

. Sase calculeze:
20005, b) V256936 o eas  )J(WB-25  3(3-2°

In cazurile d), e) sa se determine aproximarile prin lipsa si prin adaos ale numarului obtinut, cu o

. .o ~ )
eroare mai mica decit 107",

. Sa se scoata factori de sub radical:

b) V25a°b®, a<0;
e) 1/169x°y?, y<0;

. Sa se introduca factorul sub radical:

a) ¥32a'b’;
d) 3 ’x3y6 ;

¢) /(x=3)* +12x;
f) 8a°b°, b<O0.

a) —by/3, b<O; b)x-\/_;z; ¢) —c7a; d) x-3/2y; e) a-42a;
h a3 a0 SIE ) x-\/%: Dxyr pxix

. Sa seaducd la forma cea mai simpla expresia:

a) (2/3+5)(5— 24/3) + (4—/5)? + 8Y5;

b) 3@—\/%+%\/177;

g \‘F d) §/6x(5+ 2/6) - V3v/2x - 2/3x; e) (1++/5)°- (2++/5).

. Sa se rationalizeze numitorul raportului:
O JE S O RS N S ) QU RS U —
3xty? 2547 35-3/2 V13-418 1+2+47

b) /1+3—12+4—12,

. Sase calculeze:

a) {(1-+3)? -¥/27;
d) 5+ 216 + 11— 6v2 +/7- 4/3:

¢) /8++/37 3837,
¢) 12+ 246 — 24/5 - 24/30.

In cazul e) s se determine aproximarile prin lipsa si prin adaos ale numarului obtinut, cu o eroare

mai mica decit 107°.

. Saseaduca la forma cea mai simpla expresia:

) J1300-2452 1214 1513
0) J@p+D’ +y(2p-1°

%FF+I

 a+b
)f+2f 6.
1+43 -5~

b (f? 2 4+W1J (‘f ‘/EJ

0 J(X+2)?-8x

R
T
ﬂ\/a-:(xz_2£+\/at(x2+2£;

h) v/13++/48.

MODULUL ~
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8. Sase verifice egalitatea:
) Y26 +15-3(2-3)=1: b) 9 ++/80 +3/9-+/80 =3.

S-a vopsit podeaua unei camere de dimensiunile 8,45 m x4 m. Cite fete ale unui cub cu muchia
de 2,6 m pot fi acoperite cu aceeasi cantitate de vopsea, consumul de vopsea la 1 m? fiind
acelasi?

10*. Sa se determine valoarea expresiei /(7 —a)(4+a), dacd V7 —a +~+4+a =5.
11%. Pentru n<3m, m, ne R,, sasearate ca \/6m+2\/9m2 —n’ —\/6m—2\/9m2 —n’ =243m—n.

°

Puterea cu exponent real

/ Cunoasteti deja notiunea puterea cu exponent intreg.

iar 0" =0.

n?

Pentru NeN’, aeR’, s-a definit: a"=a-a-....a; a®=1 a" :i
%,——/

n factori
I Observatii. 1. Expresia 0° nu este definita.
2. a" >0 pentru a>0, me Z

2/ Puterea cu exponent rational

In contextul examinarii puterii si a proprietatilor ei, apare intrebarea daci este necesar
sd se examineze §i puterea cu exponent rational.

Un argument in favoarea raspunsului pozitiv ar fi cel provenit din necesitatile dezvoltarii
matematicii: multimea N a fost extinsa pina la Z, apoi pina la Q, apoi pina la R si s-au
definit operatiile aritmetice In aceste multimi.

Alte argumente provin din necesitatile unor discipline. De exemplu, s-a constatat ca
numarul y al bacteriilor care se Tnmultesc Intr-un anumit mediu se exprima, in functie de

timpul t, printr-o formuld de tipul y=a'. Fie t =g ore. Atunci numarul de bacterii, in
3

. 3 =BT .
mediul dat, peste 5 ore va fi egal cu y=a?, adica am obtinut o putere cu exponent
rational.

La definirea puterii cu exponent rational si irational, e firesc sa cerem sa fie adevarate

proprietitile pe care le au puterile cu exponenti intregi.

m
A - o, - ~ . . . n *
Respectind aceasta conditie, sd dezvaluim esenta expresiei 8", me Z, ne N . Pentru

: myn RALPS m nf4myn m . < < n/om
a>0 obtinem (a™) =a""=a". Deoarece (Va") =a", consideram ca a" =¥a".

*

m *
I Definitie. a" =%a™ pentru orice acR,, me Z, neN, n>2.

41

m
Observatii. 1. Pentru m,ne N se considerd ca 0" =0, insd nu are sens expresia

a", daci Ve Z si a<0.

Exemplu: (27)% :ﬁ:%/(?)z =3/(3)? :%/?:9_
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o - . m A
2. Pentru diferite reprezentari ale exponentului L puterea a” se determind in mod
unic.
7 5 < m
Intr-adevar, daca x= e

a=a' =Ya’ =¥a" =Ya™ =3/a" =a".

3. Puterea cu exponent rational a unui numar pozitiv este un numar pozitiv, deoarece
radicalul de orice ordin dintr-un numar pozitiv este numar pozitiv.

, atunci, aplicind proprietatile radicalilor, obtinem:

MODULUL

UQ"G

4. Proprietatea a™* =ix, fiind adevarata pentru exponent intreg, este adevarata si

-m
pentru exponent rational. Intr-adevar: a" =3/a™ =n 1_1_ im

a™ n/gm i

m

. o m .
Exercitiu. Aratati ca daci —=ke Z, atunci a" =a".
n

Teorema ce urmeaza araté ca puterile cu exponent rational au aceleasi proprietati ca si
puterile cu exponent intreg.

Teorema 2 (proprietati ale puterii cu exponent rational)
Pentru a, be R, X, ye Q, avem:

1° a*-a’ =a*"; 2° (&%)’ =a”;

a) a ¥ .
o X _ aX KX 40 “ — . o — Xy
3° (ab)*=a”-b*; (b) b 5 ¥ a’;

6°a) a*>a’, dacd a>1, x>y; b) a*<a’, daca O<a<l x>y,
7° a) @*>b*, daca a>b, x>0; b) a*<b”, daca a>b, x<0;

g (a*=a’,azl) = x=y.

Demonstratie:
Vom demonstra proprietatile 1°, 2°, 4° (celelalte se demonstreaza in mod analog).

Fie x= % y sz, m, pe Z, k, re N'. Aplicind proprietatile radicalilor si puterilor

cu exponent intreg, obtinem'
nr +kp m p

20 (aX)Y:(a%)? :r\/(K/_m)p :r\/k/amp :rk/amp :aW _av

a ya" x a*
o |2 k—_ _a_a
(b -6 Jor g b

Exercitiu. Demonstrati proprieté‘;ile 3°, 5°-8°.

%Exercml rezolvate

1. Sa se determine valoarea expresiei numerice A=2" (4)2 (0,25)° - 8.

Rezolvare% ] ]
A= 2—1(4)§ . (0,25)5 ‘82 — 2—1(22)§ X (2—2)5 . (23)2 — 2,1 ) 22-5 ) 2710 . 26 — 2—1+Er10+6 — 20 =1
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2. Sa se compare numerele (i/g)2 si (\/5)5
Rezolvare:

In baza inegalititilor evidente 4<5, 5<43 si a proprietatilor 6° si 7°, obtinem:
12 2 1

®/5)2 = (§/5)* < (V3)* < (+/3)".

3. Si se deschida parantezele in expresia A=Xx2y3(x3 —y?3).

Rezolvare:
1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 12 2 1 21 7 2 1

A=X§y5(X§—y§)=X§X§y —x2 y ys_xz ay —X y3 3_X6y xiy.

2 15
4. Sa se scrie sub forma de putere expresia A= (\/a ‘b—Db3)* +4a2b3.
Rezolvare:

15
A=(a-b-b?)? +da’h’ = (a-b)* ~ 2/ b-b? + (b%)’ + 4a’h* =

=m&4£w+um4£&=uab+wf

2

1 2
.. . ) xy? +x3
5. Sa se simplifice in DVA expresia B = ¥
X3y
Rezolvare:
1 2 2.1 1 1 1 1
X +x’y X3y (P 4y?) xP+y?
B=——m—= z Y
Xy X'y y?
6. Sa se aduca la forma cea mai simpld expresia:
1 1 1 1
= = 3 312
Xe—ye  (X*+Yy®) —4-3xy 21
C=7F—F7 53 12 +t2&XV"
X2 +X3y6 X6y3_x2y3
Rezolvare:
Pentru a aduce la forma cea mai simpla expresia C, descompunem in produs numitorii

1 11 101 1 5 1 12 11 1 1
si numdratorii rapoartelor: X2 + Xx3y® = x3(x® + y®); x°y3 —x2y? =x2y3(x3 - y?);

5 V) A3y = (% — y3)?
O +Y°) =4y =(x* - y°)".
Produsul primelor doua rapoarte ale expresiei C devine:
1

(x% YA -y) (¢ y)«xﬁ) ~0) 0y -y

5 1 1

(X6+y ) (X6+y ) xey?
2 112 1 111 1111
6 __ 64,6 6 3 _ 64/6 3 6y/6 3 3
Astfel,ob‘ginem:C:X 2)<§>;+y + 22;:)( ny;);/ +2x°y :X;);/ ]
X6y3 X3y6 X6y3 X6y3
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Puterea cu exponent irational a unui numdr pozitiv se defineste utilizind
aproximarile zecimale prin lipsa si prin adaos ale numerelor irationale (a se vedea modu-
lul 1). Se stie ca pentru orice numar irational X existd numerele rationale X, X, astfel incit
X, <X<X, X —x =10", neN.

Definitie. Se numeste putere cu exponentul irational X a numarului a, a>1
(O<ax<l), si se noteaza a*, un numar real t care pentru orice numar natural n
satisface inegalitatile duble a™ <t<a™ (a™ <t<a™), x, X fiind aproximarile
zecimale ale lui X prin lipsa si respectiv prin adaos.

Prin definitie, se considera ca 1° =1 pentru orice numar irational X.

Z
%Exercitiu rezolvat

Ce se intelege prin numarul:

a) 5'2; b) (02)'%?

Rezolvare:

a) Pentru 2 sint cunoscute aproximadrile zecimale:

1<2<2 14<+J2<15 141<~/2<142 1414<+/2 <1415 ...

Prin urmare, t =5'? este acel unic numar care satisface inegalitatile duble:

51<t<52; 51,4<t<51,5; 51,4l<t<51,42; 51,414<t<51,415;

b) S= (O,l)‘/E este acel unic numar care satisface inegalitatile duble:
(0D)?<s<(0D% (0D <s<(0D*; (0)**<s<(0D*™; (0" <s< (0" ...

/4/ Puterea cu exponent real a unui numdr pozitiv poseda aceleasi proprietati ca
si cea cu exponent rational. S& demonstram, de exemplu, proprietatea 1° din teorema 2.

Demonstratie:

Din inegalititile duble X, < x< X si y, <y<Y,, unde X,, X,, ¥, Y, sint aproximdrile
zecimale ale numerelor reale X, Y, obtinem X, + Y, <X+ Yy<X + Y, si pentru a>1 avem
a"<a‘<a", a"<a’< ayl” , NeN. Inmultind membru cu membru aceste inegalititi,
obtinem a*a’ <a‘a’ <a®™a’, sau a*"" <a’a’ <a™". Intrucit a*"’ de asemenea
trebuie sa satisfaca ultima inegalitate dubla pentru ne N, in baza unicitatii numarului ce
satisface aceste inegalitati, rezultd ca a*a’ =a*”.

Observatii. 1. Puterea cu exponent irational a numarului a<0 nu se defineste.

2. Oricare ar fi a>0 si X real, rezultd ca @* >0, intrucit @ este cuprins intre doua
puteri cu exponenti rationali ale lui a, care, conform celor mentionate anterior, sint
pozitive.

MODULUL ~
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2
%Exercitii rezolvate
_ 5T
. 1
1. Sa se calculeze (E) ]

Rezolvare:

1 CI 1 e 1Y’ -1\-9 _ A9
l(z) } :(E :(E) —(2Y)*=2° =512

2. Sa se compare numerele reale X si y, daca se stie ca (\/7 —\/g)x > («/7 —«/g)y.
Rezolvare:

Fiind date douad puteri cu aceeasi baza, vom stabili daca aceasta baza este mai mare
sau mai mica decit 1. Cum 2 <\/7< 3,2 <\/§< 3, \/7 > \/g, obtinemcd 0< J7-J5<1.
In baza proprietitii 6° din teorema 2, rezultd ca X<y.

3. Sé se rezolve in R, ecuatia x?=7.

Rezolvare:
Deoarece exponentul puterii este numar irational, rezultd ca X trebuie sa fie numar

e L R
pozitiv. Obtinem: (xﬁ) 227 o x =7,
ne
Raspuns: S = {7721,

4. Sa se rezolve in R, inecuatia X*° > X°,

Rezolvare:

Ca si in exercitiul 3, X ia numai valori pozitive. Cum baza puterilor este aceeasi, vom
compara exponentii. Deoarece J3< 2, in baza proprietatii 7°, obtinem ca 0< x<1.

Raspuns: S =(0,1).

(&> Exercitii si probleme propuse

1. Sasecalculeze: 1Y
1 0,0472.25.| =

031542 ; b) 9 : 0 °) .

2)" 9,28-10°-28-10"°" 2.5* '

a2 7
1 -5 1 4 1 ~10 1 3. . , . 3.7 Z
o(x) (@) 5) (6] oemrootes: g
2. Sase aduca la forma cea mai simpla expresia:
2 11 2 1 1

a—ash®+b?. X+ 2X2 | a—4a? . a b a+b.

2) atb D ax =% 1 D+t —11

a* + 2a? a’b?+b a?b?-a a%b?

2 1 2 y 1 ﬁ

9-4a l+a —-6a ~ ~ EERT

D R e e f) (3%)°-9°(9%)%; g) [(27) 3] .
3a?+2a? a?+3a?
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3. Sésecomparecu l:
1)? 5)" 7
L] . 2] . -3
a) (3) ; b) (3) ; ¢) (m-3)".

4. Pretul unui produs era de 100 u.m., iar dupad doud majorari succesive cu acelasi numar de
procente a devenit de 125,44 u.m. Cu cite procente s-a majorat pretul de fiecare data?

MODULUL ~

5. Reteaua cristalini a sarii de bucitirie (NaCl) consta din 4 ioni cr Na*
de natriu (Na") si 4 ioni de clor (Cl"), aranjati in virfurile unui
cub avind diagonala fetei egald cu 4-10"°cm. Cite cubulete de Na’
acest fel sint (aproximativ) intr-un bob de sare ce are volumul
de 0,1 mm’?

6. Sa se determine x, dacd o latura a dreptunghiului este egala cu
3

X2 cm, cealaltd —cu X cm, iar aria dreptunghiului este de 15 cm’.

©

Ccr

7. Sase calculeze:

20 19 0.5
a) 25 —9°5° 5;9'5 : b) 41-(0,34)°+(411) (6,25)°%;
3
5Y|* G o . (0,2)*.5*.25*.(0,2)™
9 [(3)] 03 (7 (01" B B0
8. Saseaduca la forma cea mai simpla expresia (in DVA respectiv):
11 2 11
a®+b? ad +2a’b? X°-1 1+x+Xx 1 1.
a) 2 11 2 a+b ! b) 1_ -1 1 X . 1 _1 ek
a’—a’b®+b3 X 1-x2 %
1 1 1 1 1 1 2 2
X243y x2-3y? | x2—y? XC + 233y +4y° ”
©) T 1 + X—y B ; d) .(2_3‘/;}
24,2 - 4
x=2x7y7 +y (x3—8y'i&J:§/E
5 43 3 o 25 48 2743
e)m+m3\/§+\/4m ; ﬂ((ﬁ)ﬁ)“; o) [EM i
|m°-1|-1 25106 1527
9. Sasecomparecu l:
1 1 7 2 V2+43
a) (V5-+3) 2; b) (V7 -1)3; o) (\/3-17; d) (7) .

10*. Sa se verifice egalitatea:

a) (¢ +x* = X*V2+2)(x = V2 + D)7 +x22)? =5 +4/2;
11 1 1
b) (x+2(x—1)?)2 +(x—2(x-1)?)2 =2, daca 1< x<2.

117. Sa se arate ca diferenta dintre orice numar intreg de 4 cifre si numarul exprimat prin aceleasi
cifre, Insa scrise in ordine inversa, este divizibila cu 9.
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Logaritmi

Logaritmii au fost definiti de savantul scotian John Napier (1550-1617).
El a descoperit ca inmultirea §i impartirea numerelor se pot efectua prin
adunarea, respectiv prin scaderea logaritmilor acestor numere. J. Kepler,
de exemplu, utiliza logaritmi in baza 10 pentru efectuarea unor calcule
complicate in domeniul astronomiei. Astdzi, este greu de gasit un domeniu

al stiintei in care sa nu se utilizeze logaritmil.

3.1. Notiunea de logaritm

In paragraful precedent a fost definita puterea C a unui numdr real pozitiv a cu expo-
nent real arbitrar b, astfel incit a° =c, ¢>0. In legatura cu aceasta, se formuleaza doua
probleme:

1) s se determine numarul a, fiind date numarul real b i numarul pozitiv C;

2) si se determine numarul b, fiind cunoscute numerele ¢, ac R, a#1.

Prima problema (pentru be N, b>2) a servit ca temei pentru a defini notiunea
radical.

Cea de-a doua problema a servit drept motiv pentru a defini notiunea logaritm.

Vom enunta fara demonstratie

Teorema 3. Pentru orice numere reale pozitive a, C, a#1, exista un unic numar
real b care satisface egalitatea a° =c.

I Observatie. Unicitatea numarului b rezulta din proprietatea 8° a puterii.

Definitie. Se numeste logaritmul numarului pozitiv ¢ in baza a, ae IR’_EH azl,
numdrul real b pentru care a° =c.

Se noteaza: log, c=h.
Prin urmare, log, c=b <> a° =c (1). Substituind 5 in egalitatea (1) se obtine identitatea
logaritmica fundamentala:

a*==c|.

Exemplu

log, \/E = %, deoarece 2% = JE

Z
%Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze log e 30.

Rezolvare: i .

Notém log 3/9=a. Inbaza definitiei logaritmului, («/é)a =3/9=3%, deunde 3° =3°.
Egalind exponentii, obtinem % = % S o= %



2. Sa se determine numerele reale X, astfel incit sa aiba sens expresia log, (3— X).

Rezolvare:
x>0 x>0

In baza definitiei logaritmului, { X =1 o ixz1l oxe (0, UG 3).
3-x>0 X< 3

Observatii. 1. Conditia a#1 este necesard, fiindcd, in caz contrar, conform definitiei
logaritmului, 1’ =1 pentru orice be R si, astfel, numarul b este nedeterminat.

2. Conditia ca a si € sa fie numere pozitive este impusa de conceptul putere cu expo-
nent real si de faptul cd aceasta putere ia numai valori pozitive. Astfel, expresiile de
tipul log,(-6), log(73)9 nu au sens.

3. In unele cazuri, in calcule se folosesc logaritmii zecimali (se noteazi lgc =log,, c,
c>0) si/sau logaritmii naturali (se noteaza Inc=1log,c, c>0, unde e = 2,7182...
este un numar irational, care va fi definit ulterior).

4. La notiunea de logaritm al unui numar se va reveni in modulul 7.

3.2. Proprietatile logaritmilor

Teorema 4 (proprietati ale logaritmilor)

Pentru a,¢, X, ye R, a#1, c#1 oe R, avem:

1° log,a=1 6° log, x* =alog, X;

2° log,1=0; 7° log,, x=%|ogax (o #0);

3° @' =x (identitatea logaritmicd 8° log, x= log, X
fundamentald); @” log a’

4° log,(xy) =log, x+log, y; 9° Iogac:ﬁ;

5° Iogaizlogax—loga Y 10° log, x=log, y = x=Y.

Observatie. Proprietatile 4°-7° pot fi generalizate prin proprietatile 11°—14° in cazurile
in care expresiile din membrul sting au sens si pentru valorile negative ale variabilelor;
de exemplu, log, (-3)*.

Teorema 4 (proprietati ale logaritmilor, generalizare)
Pentru Xe R}, u,ve R, a=2k, k=2Z", auloc egalititile:

11° log, (uv) =log, |u|+log, |V|; 13° log,u“ =alog, |u|;
12° Iog‘,i%:Ioga|u|—Ioga [v]; 14° log , x=é|ogIuI X.
Demonstratie:

Proprietitile 1° si 2° rezultd din egalititile a*' = a si respectiv a° =1.

3° Fie a°=X,a#1, atunci b=log, x. Substituind b in prima egalitate, obtinem

aIoga X _ X.

Radicali. Puteri. Logaritmi ’
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4° Aplicind proprietatea 3°, obtinem %" = xy=a"%*.a'®¥ = g'®***%Y 1n baza
proprietatii 8° a puterii, rezulta ca log, (xy) =log, x+log, y.
Proprietatile 5° si 6° se demonstreaza in mod analog cu proprietatea 4°.
70 (@%) %" = x=a%" = (a“)élogax, deci log_, x= %Ioga X,

loge x log x loge x

o c & .o .
8o @ X=x=c% =c % =(c'%*)™?* =a'%? Egalind exponentii, obtinem

proprietatea respectiva.

A

Proprietatea 9° rezulta din proprietatea 8°, inlocuind x = c i tinind cont ca log, c=1.

Proprietatile 11°-14° rezulta din proprietatile 4°~7°, substituind uv cu |uv|,

u
u V,uaculula. ’

— Cu
v

2
%Exerciﬁi rezolvate

1. Aplicind proprietatile logaritmilor, putem calcula in alt mod logaritmul din exercitiul

2
rezolvat 1 de la pagina 38: Iogﬁi@:Iog , 3° :%llogﬁ:%.
32 =

2
2. Sa se aducd la forma cea mai simpléd expresia:

=31 1
A_l 2 2+1 Iogx(10g2x+1)+ 11 2 4+2 oz (log2 1)
=log, 2x” +log, x- x >log, x

Rezolvare:
Utilizdm proprietatile logaritmilor si exprimam termenii expresiei 4 prin logaritmi in
baza2 (x>0, x#1): log, 2x’ =log, 2 +log, x* =1+2log, x; x"** """ =log, x +1;

2
4 —3log__; (log, x) 3
(log,, xh)? = (—2 log, x | =4log; x; 2 TR pienlen ) - glealen ) —g07 i

Atunci A=log, 2+log, x* +log, x- (Iog, X+1) +%(Iog22 X*)2 4 2 e

=1+3log, X+ log? X+ 210g? X + 2°920%29° =14 3log, X+ 3log? X+ log? x = (1+ log, X)°.

Operatia prin care unei expresii E i se asociaza log, E, a>0, a#1, se numeste ope-
ratie de logaritmare, iar operatia inversa acesteia (scrierea expresiei, fiind dat logaritmul

ei) se numeste operatie de potentiere.
Observatii. 1. In baza proprietitii 10°, rezulti ¢4 sint echivalente egalitatile log, b=log, ¢
si b=c pentru orice a, b, ce R}, a#1.
2. Compararea logaritmilor cu aceeasi baza se efectueaza astfel: daca ¢ >1, atunci
log, a<log, b < a<b, iar dacd 0<c <1, atunci log, a<log, b < a>b.

Z
%Exercigii rezolvate

1. Si se rezolve in R ecuatia X'*2* = 4.

Rezolvare:
DVA: xe€ (0, +e).



Radicali. Puteri. Logaritmi

Logaritmind ambii membri si aplicind proprietatile logaritmilor, obtinem:

.

. log, x=
log, (X**) =l0g, 4 & (log, X)> =2 |log, X| =2 & Iogz _ 5

Prin potentiere, obtinem: X, =2~ iz X, =27

Raspuns: S:{Z"F, 2‘F}.
2. Sa se compare log,3 cu 1,5.

Rezolvare:
Presupunind cd log, 3 <1,5, prin potentiere, In baza proprletatllor puterii, obtinem

s’ 95 oy 32", Ultima inegalitate este falsd, fiindcd 2"’ —22 —\/2_3 242 <3.
Deci, adevarat este ca log,3>1,5.

NS R W N

Observatie. In baza proprietatilor 3° si 6°, orice numar pozitiv se poate reprezenta ca
putere a oricarui alt numar pozitiv sau ca logaritmul unui numar pozitiv in orice baza
pozitiva diferiti de 1. Intr-adevar, a=c°** =log,c®, a, ce R}, c#1. Aceste repre-
zentari sint utile in diverse situatii: la rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor s.a.

@ Exercitii si probleme propuse

Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:

53, |Og 25 ! 2 . log_z 4+2logs 3
a) 25°%  b) I09225’ ¢) log,5-10g,9-10g. 2, d) ylogi,4;  e) 5EHEE

Prin potentiere, sa se determine x, dacd lgx=2Ig5—3lg2-0,519g625+ 0,259 256.
Sa se determine 1956, daca 1g2=a, log, 7=h.

Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia log . 3-10g,36+10g 8- log, 81.

Si se arate ci 36'°%° +10"197 — 3% = 24,

Sd se ordoneze crescator numerele log, 3, 1, log, 5.

Efectuind potentierea, sa se arate cd log,2>0,5.

©

Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
a) log,ab—-log, |b|; b) log, b* +log_, b*;
log,24 log,192

¢) (log,b+log,a+2)(log, b-log, b)log, a—-1; d) log, 2 Tog, 2
1
1 1+# lez 2.
¢) (6(log, alog , b+1)+log, b™® +log; b) —log, b; ffa 2% +8=" 41
g) 4flog, p+log, n+2-(log, p-log,, p),/log, p; h') @/ —pitee,

MODULUL ~
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MODULUL

9. Prin potentiere, sd se determine X, dacd 1095 X = 210g5 5+ %Iog /5 25— logz V5 J5-2,

10. Pentru valorile admisibile ale variabilelor, s se arate ca:

2) I'Oga ~1+log, by by 1912221 191219 oy a7 4 b7 = 7,
_log,c-log,c . woe
C) |OgabC—m d) a —Iga

11. Sase determine:
a) log,, 8, daca log,,3=a, log,, 5=b; b) log,, 168, daca log,12=a, log,, 24=h.

12. Efectuind potentierea si utilizind proprietatile puterilor, sa se arate ca are loc inegalita-
tea dubld 0,6 <log,2<0,7.

13%. Stiind cd 4° + 47 =23, sa se determine valoarea expresiei 2 +27.

14*. Sa se aduca la forma cea mai simplad expresia log,,, m+log, , m—2log,,, mlog, ,m, daca
2 2 2
m*=a"—b".

(& Exercitii si probleme recapitulative

1. Sasecalculeze:

a) ¥1024; b) logﬁ4+10g3%;

¢) 530,027 - (4/0,0016); d) ((0.6)) "7 +(0,09) 0,17,
2. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a) 7\/§>2\/7; b) log 2 <log - 0.5;

1
0) I+1—</28—16\E; d) logsg—log35=2; e) VVx =x¥, x>0;

f) 3=
f 1
3. Siasecalculeze: a) (v27 — 243 +4/5)(125 ++/3 —6+/5); b) 24-0,57 : 4.

4. Sase aducé la forma cea mai simpla:

Vx, ye R\R,; g) log (xy)=log, | x|+ log, v, Vx, ye R\R .

Q) [ g + 21| 2x ) b) log, Slog, 9log, 2.
1-2x
—10
5. Sase compare numerele: a) /35 si V35; b) (V5)"° si (é) .

6. Sa se rationalizeze numitorul raportului:

2) 30 . b) | 5 4
Jo+v3 oy A5
7. La o statiune balneara, intr-un bazin de forma unui parale-
lipiped cu dimensiunile bazei de 2,0 m si 2,24 m se toarna apa
curativa pina la nivelul de 1,77 m. Apa se aduce in vase de
forma cubica. Sint disponibile vase cu muchia de: 1,9 m,
1,95m,2,0m, 2,05 m, ... Care este lungimea muchiei celui mai :_
mic vas, astfel incit cu apa din el sa se umple bazinul maxim §
posibil, fara a depasi nivelul preconizat?
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8. Cineva afirmi ci 3 <2, intrucit din (0,5)° <(0,5)” rezultd consecutiv:
18(0,5)° <1g(0,5), 3120,5< 21g0,5, 3<2.

9. Sase arate ca:

a) \x+24x— +\/x—2\/ “1=2, daci x<2;

a+b
b) log, 3

10. Sase precizeze valoarea de adevar a propozitiei:
a) 3+35v2 -7 =3/5v2 +7; b) V6 —1/9 =3/94/18 9412 3.

11. Saseaduca la forma cea mai simpla (pentru valorile admisibile ale variabilelor):

1 1
a) (3/2\5 _16-0,25)(16-0,25 +(2\/§)§)_ b) 3|og5J§ _9I0935_3I09936;

Unde s-a comis greseala?

MODULUL

—(logc a+log, b), dacd a’ +b* =7ab.

Jaip + Ma-a d) log . (a’ —2) +log,(a—2) +log, (a2).
6

\/ﬁ Vo-Ja

12. Sase compare:

) logo,{16llog26—6)cuo; b) (V2)) " cu (f3)F) P

c) ‘{/m cu ‘S\/‘{/ﬁ, d) log 57 cu log,, 3.

13. Pentru care valori ale lui a are loc egalitatea log, a’ = 2log, (—a)?

14*. Sa se calculeze log 8, dacd log,,3=a.

15*. Si se determine numdrul natural z pentru care are loc egalitatea 3*-3°-3%-...-3"" =27°,

Timp efectiy de lucry:
90 de minute

(& Proba de evaluare

In itemii 1, 8 indicati litera care corespunde variantei corecte.

1. Toate valorile variabilelor a, b pentru care fab=%/a-b apartin multimii 1
A R.. B R. C R. D z.
2. Comparati numerele 3y7 si 7+/3. 1

3. Calculati (v8—3v2++10)(+/2 ++/1,6 +3,/0,4). 1

Jx +1 o1 1
wWx+x+dx =x’

5. Determinati valoarea de adevar a propozitiei: 1

2 11 3
a) 8° = 4% b) 32-3% =3,

4. Aduceti la forma cea mai simpla expresia
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6.

MODULUL

9.

2 4 1
ST . g 4Y3 (499 (16)*
Scrieti in ordine descrescatoare numerele (7) S (E) , (E) .

1442
V7445

Valoarea expresiei | (+/8) 3 este

A mai mare decit 1. B mai mica decit 1. C egalacul.

Rationalizati numitorul raportului

1 2
Calculati 8177 43" 4 3177,

10. Determinati valorile admisibile ale variabilelor si aduceti la forma cea mai simpla expresia:

Iog2 aJrl logg b+1 logp a+1 Iog2 bJr1
a™® .p—2a%"" . p*** 4 gb ™%

In itemii 1, 8 indicati litera care corespunde variantei corecte.

1.

9.

Toate valorile variabilelor a, b pentru care %/ab = 2{‘/5- Z{‘/B, ne N', apartin multimii
A R,. B R. C R:. D Z.

1 1
Comparati (3\/2)3 cu (3\/5)4.

J5-246
A3 +42)- @3 -42)

Calculati

Aduceti la forma cea mai simpla expresia

Determinati valoarea de adevar a propozitiei:

@[séTzsg; b)&—ai]=2?

9 0,1 4 —0,2 3 —
Scrieti in ordine crescatoare numerele (Z) ) (5) > (5) .

Rationalizati numitorul raportului 4

Y13-49°
1 3 3 1 \27
Valoarea expresiei (E) 42 (§) -16° este

A mai mare decit 1. B mai mica decit 1. C egalacul.

Calculati —log,+/3/10g, V256 .

10. Determinati valorile admisibile ale variabilei a si aduceti la forma cea mai simpla expresia:

Iog4‘/E a

(27" g _2gq) (7497 g 1),
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Elemente de

moouLuL4®  combinatorica.
Binomul lui Newton

- Invatatura 1] T

:T,c‘a, aurul = are pref oriunde.

~ Epictet

—

O identificarea notiunilor multime ordonata, factorial, aranjamente, permutari, combindri
de elemente ale unor multimi numerice finite;

O utilizarea aranjamentelor, permutarilor, combindrilor si a proprietatilor acestora in rezolvarea
ecuatiilor, inecuatiilor, problemelor simple din viata cotidiana;

O *aplicarea binomului lui Newton sau/si a formulei termenului general in situatii reale sau
modelate;

O *folosirea proprietatilor coeficientilor binomiali si ale dezvoltarii binomului la putere la
rezolvarea problemelor.

Elemente de combinatorica

1.1. Multimi ordonate

Problema 1. E necesar de a asigura cele 150000 de apartamente noi cu numere de
telefonie fixa, fiecare numar fiind format din sase cifre distincte. Se va reusi, oare, daca
se stie ca numarul de telefon poate sa inceapa si cu 0?

Problema 2. La o sesiune de comunicari s-au inregistrat 7 referate. In cite moduri se
poate face programarea sustinerii lor?

Problema 3. In clasa a X-a invata 24 de elevi. In fiecare zi, o echipa formati din
3 elevi face de serviciu. In cite moduri poate fi formati aceasta echipa?

Observam ca in aceste tipuri de probleme se solicita aranjarea intr-o ordine speciald a
elementelor unei multimi finite, determinarea dintr-o multime finité de elemente a numarului
de submultimi de elemente care poseda anumite proprietdti, realizarea unei oarecare
combinatii de elemente etc. Domeniul matematicii care studiazd astfel de probleme se
numeste combinatoricd. Atare probleme se numesc probleme de combinatorica.

Probleme de combinatorica apar atit In viata cotidiana, cit si In diverse domenii ale
stiintei si tehnicii: la studiul teoriei probabilitatilor, teoriei numerelor, logicii matematice,
informaticii, fizicii, chimiei etc. In unele cazuri, vom cauta cel putin o solutie a problemei, in
altele — toate solutiile ei sau solutia optima, sau numai numarul de solutii etc. Pentru unele




Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton ’

probleme de combinatorica se va demonstra ca ele nu au solutii.
De exemplu, Leonard Euler (1707-1783) a formulat problema, iar
mai tirziu s-a demonstrat ca nu e posibil de aranjat 36 de ofiteri, care
au 6 tipuri de grade militare vizind 6 categorii de trupe militare (cite un
ofiter cu gradul respectiv din trupa militara respectiva), pe 36 de
patratele ale unui careu (6 x 6), astfel incit in fiecare linie si in fiecare
| coloanai si fie reprezentate toate categoriile de trupe militare si toate
tipurile de grade militare.

MODULUL

Leord Euler

In figura 4.1 este reprezentati o secventd din solutia acestei proble- da | Bd De
me pentru 4 categorii de trupe militare (A, B, C, D) si pentru 4 tipuri de
grade militare (a, b, ¢, d). Completati tabelul §i finisati rezolvarea. Ac | Da | Cd
Probleme de combinatorica apar si in jocurile sportive. in special, | ¢ Ad
ele sint frecvente in jocurile de sah si dame.
R ) ] ) ) ) Ca | Bc | 4b
In continuare vom studia probleme simple de combinatorica (fara :
repetarea elementelor). Fig. 4.1

Vom considera multimi numerice finite. in special, vom lucra cu multimi ordonate.
Fiecare multime are o structurd interna, care include atit elementele ei, cit si ordinea de
amplasare a acestora. Elementele unei multimi pot fi ordonate in diverse moduri. De
exemplu, elementele multimii A={a,, a,, a;, 8,} pot fi aranjate astfel: {a,, a;, &, a;},
{a,, a, &, &}, {a;, &, a, a3} etc. Fiecare din aceste multimi, desi contine aceleasi
elemente, difera prin ordinea de dispunere a acestora.

Definitie. Multimea finita M ={a, a,, ..., &,} se numeste multime ordonata daca
elementele ei sint aranjate intr-o ordine bine determinata. Cu alte cuvinte, multimea
M se numeste ordonata daca fiecarui element al ei i se asociaza un anumit numar
natural de la 1 la n, astfel incit elementelor diferite ale lui M le corespund numere
diferite.

Una si aceeasi multime finitd poate fi ordonata in diverse moduri. De exemplu, mul-
timea elevilor din clasa a X-a poate fi ordonata dupd indltimea elevilor (crescétor sau
descrescator), dupa masa corporala (crescator sau descrescator) sau in ordinea alfabetica
anumelor lor.

Observatii. 1. S-a convenit ca multimile ordonate, obtinute din multimea data, sa se
scrie intre paranteze rotunde.

Exemplu m
23| 3| ey | eny | @y | 612 |

2. Doua multimi ordonate sint egale daca contin aceleasi elemente si au aceeasi ordine
de dispunere a acestora.

Exemplu
Multimile ordonate (a, b, ¢, d) si (& b, c, €) sint diferite. De asemenea, sint diferite
multimile ordonate (8, 9, 10) 51 (8, 10, 9).
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emente de combinatorica. Binomul lui Newton

Produsul primelor n numere naturale nenule se noteaza cu n!, adica
n=12-3-..-n

Notatia n! se citeste ,,en factorial”.

Exemple
1=1 2=1.2=2;3=1-2-3=6, 6/=1-2-3-4-5-6="720.

I Observatie. Prin definitie, consideram ca

Mai tirziu, vom argumenta aceasta definitie. In particular,

n!l=(n-1)!-n pentru n>1 sau
nl=(m-2)!- (n—1)n pentru N=2, sau
nl=mn-3)!-(n—2)(n—1)n pentru N>3, sau

nl=(n-4)!- ' : : pentru n>4 s.a.m.d.
Exemple
- 100_8-9-10 _ (=D (=2)-(n=1)
YT P oS oy ok

@n)! _ @n-1)12n
C@n-niT @n-nt "

Z
%Exerciﬁu rezolvat

!
Sa se rezolve in N ecuatia (n+2)! =15(n+2).

2(n—1)!

Rezolvare:

DVA: <n-120 &

n>l,

n+22>20
{ne N.

neN

in DVA avem:

2(n—-1)!
<:>n(n+1)(n+2)=30(n+2)<:>n(n+l)=30<:>n2+n—30=0<:>[

(n+2)! (n=D!n(n+1)(n+2)

=15(n+2) > 20—

=15(n+2) =

n=—-6¢ DVA,
n=5e DVA.

Raspuns: S ={5}.

1.2. Aranjamente

Fie multimea M ={a,, a,, &, ..., &,}, cardM =n.
Luam m elemente oarecare din cele n (0<m<n) ale multimii M si formam diferite
multimi ordonate.

Definitie. Submultimile ordonate ale multimii M, card M = n, avind fiecare cite m
elemente, unde 0<SM<n, se numesc aranjamente de n elemente luate cite m.




Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton

Numarul de aranjamente de n elemente luate cite mse noteaza A/
Prin definitie, considerdm ca A’ =1.
Z

Exercitiu rezolvat
Fie multimea B={0, 2, 3}. Si se calculeze numarul AZ.
Rezolvare:

Din trei elemente 0, 2, 3 (n=3), luate cite doua elemente (Mm=2), se pot forma
6 submultimi ordonate: (0, 2), (2, 0), (0, 3), (3, 0), (2, 3), (3, 2). Asadar, A? =6.

Sa calculam numarul de aranjamente a n elemente luate cite m, adica sa gasim o
formula pentru calculul numarului A.

Evident ca Af =n. Un element din n elemente date poate fi ales in N moduri, iar cu un
element se poate forma numai o multime ordonata.

Pentru a repartiza oricare m+1 elemente, luate din n elemente date, pe m+1 locuri, se
pot lua mai intii oricare melemente si aranja pe primele mlocuri. Aceasta se poate realiza
in A, moduri. De fiecare datd, la o astfel de selectare a melemente din cele n date, ramin

n—m elemente, fiecare dintre ele putind fi puse pe locul al (m+1) -lea. Deci, pentru fiecare
din cele A, moduri de aranjare a elementelor pe primele mlocuri, obtinem (n—m) posibili-
tati prin care al (m+1) -lea loc este ocupat de unul dintre cele (n—m) elemente ramase.
De aici rezultd ci A™" =(n—m)A". Luind in consideratie cd A, =n, obtinem succesiv:

A =n(n-1),
A =nn-1)(n-2),

A'=n(n-)(n-2)(n-3), ...,
A'=n(n-)(n-2)...(n—-m+1).
Astfel, am demonstrat

Teorema 1. Daca msi n sint numere naturale, astfel incit 0<m< n, atunci
A'=n(n-)(n-2)....n—m+1).

In practicd, e mai comod sa aplicim o alta formuld pentru calculul numarului A"
Cum n(n-)(n-2)...(n—-m+)=n(n-H(n—-2) ... (n—m+1)x
><(n—m)-...-3'2-1_(n—m)!’ —

A (M

Pentru m=0 formula (1)dd A’ =1, iarpentru m=n din (1) obtinem A" =n!l. Asadar,
teorema 1 si formula (1) sint adevarate pentru orice msi n, unde 0<M<n.

o
S (n-m)!’

Deci, problema 1 din secventa 1.1 se rezolva astfel:
o __10r 100 4-5-6-7-8-9-10
T 10-6) 4 4

Prin urmare, sint posibile 151200 de numere de telefon de tipul mentionat, iar raspunsul

este afirmativ.

=151200.

MODULUL \
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1.3. Permutari

Problema 4. Fie multimea B={0, 2, 3}. Si se calculeze numarul A’ .

Rezolvare:
Din elementele 0, 2, 3, luate cite trei, se pot forma 6 submultimi ordonate:
0,2,3),(0,3,2),(3,0,2),(3,2,0),(2,3,0), (2,0, 3).
Deci, A’ =6=1.2-3=3.
Observam ca aceste aranjamente se obtin la schimbarea locurilor celor trei elemente
date. Astfel, am obtinut niste permutari.

Definitie. Aranjamentele de n elemente luate cite n ale multimii
M={a,a,, .., a}, cadM =n, se numesc permutiri de n elemente ale
acestei multimi.

Numarul de permutdri de n elemente se noteaza P,.
Tinind contcd A = !, in baza definitiei permutarilor, obtinem:
P =nl,neN. (2)

Asadar, am demonstrat

I Teorema 2. Dacd neN', atunci P, =nl.

Deci, problema 2 propusd in secventa 1.1 poate fi rezolvata aplicind notiunea de
permutari.

Avem M ={1,2,3,4,5,6,7}. Atunci P, =7'=1.2-3-4-5-6-7=5040.

Prin urmare, existd 5040 de moduri de programare a sustinerii celor 7 referate in
cadrul sesiunii.

P
5

n-m

Din formulele (1) si (2) obtinem urmatoarea formula: | A" =

I Observatie. Vom considera ca multimea vida poate fi ordonata intr-un singur mod,
adica P, =1. Deci, 0l =1. Astfel, formula (2) este adevarata pentru orice ne N.

1.4. Combinari

Problema 5. Fie multimea B={0, 2, 3}. Sa se determine toate submultimile ei.

Rezolvare:

Obtinem urmatoarele submultimi:

a) multimea vida: &;

b) submultimi avind fiecare cite un element: {0}, {2}, {3};

¢) submultimi avind fiecare cite doua elemente: {0, 2}, {0, 3}, {2, 3};
d) insasi multimea B={0, 2, 3}.

Asadar, multimea B={0, 2, 3 are in total opt submultimi.
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Definitie. Submultimile multimii M ={a,, a,, ..., &,}, cardM = n, avind fiecare cite
m elemente, unde 0<M<n, se numesc combinari de N elemente luate cite m.

- C e N < n
Numarul combindrilor de n elemente luate cite mse noteazd C sau (m)

Pentru problema 5 avem: CJ =1, C: =3, CZ =3, C; =1, iar numirul tuturor submul-
timilor (cardinalul booleanului) multimii B={0, 2, 3} este C; +C, +C2 +C}=8=2"°

Observam ca C’ =1, deoarece oricare multime M are numai o submultime fara nici
un element, si anume — multimea vida. C,f =N, deoarece o multime cu N elemente are
exact N submultimi cu un singur element.

Observatie. Pentru a nu confunda combinarile cu aranjamentele, tinem cont de faptul ca:

- la combinari, submultimile unei multimi date nu sint ordonate, iar la aranjamente toate
submultimile acesteia sint ordonate;

- elementele aranjamentelor se scriu intre paranteze rotunde, iar cele ale combina-
rilor — intre acolade.

De exemplu, aranjamentele (1, 2) si (2, 1) se considera diferite, desi sint formate din
aceleasi elemente, iar submultimile { 1, 2} si{2, 1} se considera ca una si aceeasi combinare.

Prin urmare, combinarile sint astfel de submultimi ale multimii date care difera numai
prin elemente, fard a se lua in consideratie ordinea lor.

Sa gasim o formula pentru calculul numarului de combinari de n elemente luate cite m,
adica pentru calculul numarului C;'.

Consideram toate submultimile a cite m elemente ale multimii M = {a,, a,, ..., a,}.
Ordonam fiecare dintre aceste submultimi in toate modurile posibile si vom obtine toate
submultimile ordonate ale lui M, care au cite m elemente. Se stie cd numarul acestor
submultimi este A"". Cum numdrul tuturor submultimilor lui M a cite melemente este C.,

iar fiecare submultime poate fi ordonata in P, moduri, rezultd ca AT =C;"-P,.

| om =AY
Deci, | C' = P
Din formulele (1) si (2) obtinem:
_— n! m_nNN=1..(n—-m+1
" ml(n—m)! sau | Gy = m '

Astfel, am demonstrat

Teorema 3. Dacad msi n sint numere naturale si 0<m<n, atunci

m_ n!
KCIGE 3)

I Observatie. Pentru m=0, formula (3) di C° =1, iar pentru m=n din (3) obtinem
C =1

Asadar, teorema 3 si formula (3) sint adevarate pentru orice msi n, 0<m<n.

MODULUL ~
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Prin urmare, problema 3 din secventa 1.1 se rezolva astfel:

s 24
Cii=g30a—g =294

Deci, echipa de serviciu pe clasa poate fi formatd in 2024 de moduri.

Proprietiti ale numerelor C

Sint adevarate egalitatile:

1° C'=C™, 0sm<n, m neN — formula combinarilor complementare.

20 CM=CI"+C™, 0<m<n, m neN — formula de recurenti pentru calculul
numarului de combinari.

3° C04+CH+C2+..+C=2", neN — numarul tuturor submulfimilor multimii M
formate din n elemente este egal cu 2", adicd card B(M)=2".

Exercitii. 1. Demonstrati proprietatile 1°-2° aplicind formula pentru C".

2. Demonstrati proprietatea 3° aplicind metoda inductiei matematice.
I Observatii. 1. O altd deducere a proprietatii 3° va fi propusa in paragraful urmator.

2. Aceste proprietati exprima diferite relatii intre submultimile unei multimi finite.

Z
%Exercitiu rezolvat

54 A . . 7 5
Sa se rezolve in N inecuatia C,, >Cj, .

Rezolvare:
2n=>0
m>7  [n=35,
DVA: 2n=5 {ne N.
neN
in DVA avem:
C @2n)! Qn)!  52n—-5)! SI(2n—="T7)! (2n—6)(2n—5)
1 1
G > G T =5 C =7y T e gy O

n>o,

(:)(2n—6)(2n—5)>42(:)4n2—22n—12>0(:)2n2—11n—6>0<:>l:n<05

Tinind cont de DVA, obtinem: n>6, ne N.
Raspuns: S = {7, 8,9, 10, ...}.

1.5. Regulile fundamentale ale combinatoricii

1.5.1. Regula multiplicitatii (inmultirii)

Problema 6. In clasa a X-a sint 12 biieti si 15 fete. In cite moduri pot fi alcituite
echipe mixte la competitiile liceale de volei, formate din 4 baieti si 2 fete?

Rezolvare:

Patru biieti din cei 12 pot fi alesi in C;, moduri, iar doui fete din cele 15 pot fi alese
in C} moduri.
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In acest caz, echipele respective pot fi formate in
4 ~2_910-11.12 14-15
CoCis= 1.2.3-4 1.2

Raspuns: 51975 de moduri.

=495-105=51975 (moduri).

La rezolvarea acestei probleme am folosit regula multiplicitditii (sau regula
Inmultirii).

Teorema 4. Daca multimile A si B sint finite, atunci cardinalul produsului cartezian
Ax B este egal cu produsul cardinalelor acestor multimi:
card(Ax B) =card A- cardB.

Teorema 5. Daca multimile B}, B,, ..., B, sint finite, atunci este verificatd ega-
litatea:
card(B,x B, x...xB,) =cardB, -cardB, -...- card B, .

1.5.2. Regula adundrii

Problema 7. Citi divizori naturali are numarul 7707

Rezolvare:

Descompunem numarul 770 in produs de factori primi: 770=2-5-7-11. Astfel, numarul
770 are patru divizori naturali primi (numerele 2, 5, 7, 11).

Numarul divizorilor naturali formati din produsul a cite doi factori primi este C; =6
(adicd numerele 10, 14, 22,35, 55, 77), iar numarul divizorilor naturali formati din produsul
a cite trei factori primi este CZ’ =4 (adica numerele 70, 110, 154, 385).

Divizori ai numarului 770 sint si numerele 1 si 770.

Asadar, numarul 770 are in total 4+ 6+4+1+1=16 (divizori naturali).

Raspuns: 16 divizori naturali.

La rezolvarea acestei probleme am folosit regula adundrii.

Teorema 6. Daca multimile finite A si B sint disjuncte, adica A(\B=, atunci
cardinalul reuniunii multimilor A, B este egal cu suma cardinalelor acestor multimi:
card(AU B) = card A+ card B.

Teorema 7. Daca multimile finite B, B,, ..., B, sintdisjuncte doua cite doua, adica
B NB, =9, i# ], atunci este verificatd egalitatea:
card(B,UB,U...UB,)=cardB +cardB, +...+ card B, .

Z
%Problemﬁ rezolvata

Din 2 contabili si 8 economisti trebuie sa se formeze o comisie de 6 persoane. In cite
moduri poate fi formatd aceastd comisie, dacd in componenta ei poate fi cel putin un

contabil?

MODULUL ~
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Rezolvare:

Dacé in comisie va fi numai un singur contabil, aceastd comisie, conform regulii
multiplicititii, poate fi formatd in C; - CJ =112 (moduri).

in cazul in care in comisie vor fi doi contabili, conform regulii multiplicitatii, avem
C?-C; =70 (moduri).

In total, conform regulii adunirii a combinatoricii, comisia respectiva poate fi formati
in C,-CJ +CZ?-C; =112+ 70=182 (moduri).

Raspuns: 182 de moduri.

Mentiondm ca problemele de combinatoricd examinate sint simple — fara repetari de
elemente. Problemele de combinatorica cu repetarea elementelor sint mai complicate.

De exemplu, permutind literele in cuvintul caietul, obtinem P, = 7! =5040 de ,,termeni”.

Daca insa vom permuta literele in cuvintul copacul, vom obtine mai putini ,,termeni”,
deoarece permutirile a doui litere ,,c” nu schimba , termenul”. In aceste cazuri, constatam
permutari cu repetarea elementelor. De asemenea, existd aranjamente cu repetarea
elementelor si combinari cu repetarea elementelor.

(&> Exercitii i probleme propuse

LA
1. Fiemultimea 4={1, 2, 3, 4}.
a) Sa se scrie toate multimile ordonate obtinute din multimea A.
b) Sa se scrie toate submultimile ordonate formate din doud elemente ale multimii 4.
c) Sa se scrie toate submultimile ordonate formate din trei elemente ale multimii 4.

2. Sasecalculeze:

10! 9!-4
1-51: 81 . Z"
a)31; 5!; 8!; b) aar c o
3. Saserezolve in N ecuatia:
N ... no_22n | n _ oen
3) (n—2)!_12' b) (n-4)! (n-3)!" ©) (n=-5! (n-3)!"
4. Saserezolvein N inecuatia:
(n—l)!< ) 16n! 5nl (n—4)!>i
) (noa =20 ) i =21’ 9 (n=21>20°
5. Sase calculeze:
) A, AL ALALA; b) P, R, R, Ry, R ©) Co, G5, Cig, Cp, G
6. Sase calculeze:
: (on J+P C,-P
D WACH 9T QAR OCHAR DELE 9ot
4 6 6 A\S

7. Saserezolve in N ecuatia:
a) A-CM =4 b) A} —C?=45x; c) Al =3A] +2C;.
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8. Fiemultimea: 1) 4=1{0,1}; 2) A={c, B, ¥, 0}.
a) Sa se scrie toate submultimile multimii 4.
b) Sa se afle cardinalul booleanului multimii 4.

MODULUL

9. Avind 10 lalele rosii si 6 lalele galbene, sa se decida in cite
moduri se poate forma un buchet alcatuit din 5 lalele.

10. Campionatul national la fotbal se desfasoard dupa sistemul
tur-retur. Fiecare echipa joaca de doua ori cu fiecare din
celelalte echipe. Sa se determine cite partide trebuie sa fie
planificate in total, daca la campionat participa 18 echipe.

11. O comisie este formata din presedinte, vicepresedinte si trei membri. in cite moduri 5 persoane
isi pot repartiza aceste functii?

12. 1In cite moduri se pot aseza 8 copii pe o banci?

13. In cite moduri poate fi confectionat un tricolor din sapte bucati de pinzi de aceleasi dimensiuni
si de culori diferite?

14. Citi ,termeni” pot fi alcatuiti, folosind de fiecare data toate literele:
a)p,a,t,r,i,e; b)a,u,r; op.rel; d)i,n,v,a,t,a,re?

15. In cite moduri 7 cirti pot fi aranjate pe o polita?

16. In cite moduri un cumpiritor poate si aleaga 3 CD-uri diferite cu jocuri din cele 8 CD-uri
diferite propuse de vinzator?

17. In cite moduri un antrenor poate forma o echipa de volei compusa din 6 jucitori, daci in total
sint 16 jucatori?

18. O urna contine 6 bile albe si 8 bile negre. Se extrag concomitent doud bile. Sa se afle
probabilitatea evenimentului:
a) A = {se extrag doua bile albe}; b) B = {se extrag doud bile negre}.

19. Sa se formuleze exemple de utilizare a aranjamentelor, permutarilor §i combinarilor in viata
cotidiana si in alte discipline scolare.

20. Incite moduri poate fi ordonata multimea {1, 2, 3,4, 5, ..., 2n}, astfel incit fiecare numar par sa
aiba rang par?

21. Saserezolvein N ecuatia:

6(2n)! nl 2n+2)! (Bn)! _ 5(n+1)!

) Gn-Di - (-3 b ((2n)' =Cs: 9 Gn-21~ (-1
22. Sase rezoévle in N inecuatia: o123 o
n n+3)! n
) (5)!(n) 2 S%; b) ((2n+1))! <420, ©) (2(n )2)|<80
23. Sasecalculeze:
Pm Pm AT+P. AP +2R., AP
A DTer o 9T Rs T YR
24. Saserezolvein N ecuatia:
a) Ps =(x*-25)- Al x+4—yv b) AzHl :156Px71
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25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38~

39+,

Sa se arate cd pentru orice N, me N', valoarea expresiei C2,,,+ CZ,.., este un patrat perfect.
Sé se demonstreze ca P, =(m-D(P,,+P,,), meN, m=2.

Cucifrele 0, 1,2, 5, 6, 7 se formeaza toate numerele naturale posibile de cite sase cifre distincte.
a) Cite astfel de numere se pot obtine? b) Cite numere incep cu cifra 2?

¢) Cite numere incep cu cifra 1? d) Cite numere se termina cu cifra 1?

e) Cite numere incep cu 20?

La un concurs participa 8 fete si 9 baieti. La o etapd a concursului trebuie sa se formeze
6 perechi (cite un baiat si cite o fata). In cite moduri se pot forma cele 6 perechi?

O echipi de fotbal are 25 de jucitori, inclusiv 2 portari. In cite moduri antrenorul poate forma
echipa din 11 jucatori, pentru partida de fotbal preconizata?

Doina are 7 CD-uri diferite cu muzica clasica, iar Nelu are 9 CD-uri diferite cu muzica folk. In cite
moduri ei pot face schimb a cite 3 CD-uri?

Citi divizori naturali are numarul:
a) 210; b) 85; c) 101; d) 105?

Olga are 10 lalele rosii si 6 lalele galbene. in cite moduri ea poate
forma un buchet cu 3 lalele rosii si 2 lalele galbene?

La o companie lucreaz 3 directori adjuncti si 10 manageri. In cite moduri

se poate forma o comisie din 5 persoane, astfel incit ea sa includa cel putin

2 directori adjuncti?

Sa se rezolve in N inecuatia:

a) 2A° > x-P_,; b) A’ +C/? <14x; c) A’—12C} > 3A’;
d) 5C7>Cp,; e) CL —Cl <125A7,; 0 14RCTY < Al

Sa se afle numarul diagonalelor unui poligon convex cu  laturi, utilizind combinarile.

Sa se demonstreze ca:
a)C"'=C" +2Cn”’_’21 +C" 7

n-2 n-2 9
b) C'=C",+3C") +3C"}+C".
Sa se formuleze probleme de combinatorica:
a) cu aranjamente; b) cu permutari; ¢) cu combinari; d) mixte.
Sa se rezolve in N x N sistemul de ecuatii:
2) I;AV +Cl =126, b) {Af; —5A% =,
3x 3x-1
—720; 12C;; -5C; " =0.

x-1

P

X+2

Sé se demonstreze ca Vne N, C;, -3 <4". (Olimpiada de Matematica a Republicii Mol-
dova, 2010)
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Binomul lui Newton

2.1. Binomul (formula) lui Newton
Pornind de la identitatile (a+b)* =a’ +2ab+b?, (a+b)*=a’+3a’b+3ab’ +b’, se
verifica usor ca
(a+b)* =(a+b)’*(a+b)* =a’ +4a’v+6a’b’ + 4ab® + b*,
(a+b)® =(a+b)*(a+b)®=a’+5a’h+10a’n’ +10a’h® + 5ab* + b°.
Mentiondm ca aceste formule sint cazuri particulare ale formulei (a+b)" pentru orice

ne N, unde a, b pot fi oricare expresii algebrice.
Vom arita ci pentru orice ne N*, me N, 0<m <n, este adeviratd formula

(a+b)"=Cla"+Cla"'b+C’a" b’ +...+CMa""b" +...+ C'b", (1)

care se numeste binomul lui Newton sau formula lui Newton.

Demonstratie:

Vom aplica metoda inductiei matematice.

Notam propozitia (1) cu P(n), ne N,

Pentru n=1, propozitia P(1) este adevarata, deoarece (a+b)' =a+b=Cla+Cb.

Presupunem ca pentru orice numar natural n=m, m>1, propozitia P(m) este adeva-
ratd, adica (a+b)" =Cpa"+C,a™ 'b+Cia™ b’ +...+ Ca™ b +...+ Cob™, unde ke N,
1<ksm

Vom demonstra cd si pentru orice numar natural N=m+1, m>1, propozitia P(m+1)
este adevarata. Intr-adevar,
(a+b)™ =(a+b)"-(a+b)= (Cla"+Cla™b+...+ Ca™*b" +...+ C'b™)(a+b) =

=Cla™ +(C2 +Ch)a™b+...+(Cf +CMa™ b +...+ (CI* +CMab™ + Clb™,

Cum C?=C° =CI'=C™' =1 aplicind formulele de recurenti pentru calculul

numirului de combinari C2 +C! =C! |, ..., CK +CK*=CK? C™+C"=C" , obti-
nem: (@+b)™ =C? a™+C: a"™h+..+Ckia™ b +...+CI ab™ + C ™.

Prin urmare, in baza metodei inductiei matematice, propozitia P(n) este adevarata
pentru orice numar natural n>1.

Asadar, pentru orice ne N* obtinem:
(a+b)"=C’a"+C'a""b+C’a"*b* +...+C"a" ™" +...+ C"b" sau
(a+b)"=a"+Cla"'b+C’a" b’ +...+ CMa""b" +...+b" sau

(a+b)"=>Cra""o", meN,neN, 0<ms<n. | p
m=0

Observatie. Pentru a scrie prescurtat suma termenilor unui sir finit de termeni, se
n

foloseste simbolul ,, 2” (sigma). Astfel, Za,. semnifica a +a, +...+ @, si se citeste

i=1

»suma termenilor &, i dela 1lan”.

MODULUL ~
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Z
Exercitiu rezolvat

Sa se calculeze (a+b)"”.
Rezolvare:

(a+b)? =Cla” +Cha"h+C2a’b’ + Cla’h’ + C,a’h* + Ca’b’ +
+Cla’h® +Cla’h’ +Cla'h® + Cla’h’ + Cra’h™ + CLab™ + C2b* =
=a" +12a"b + 66a°b? + 220a°b® + 495a°b* + 792a’b® + 924a°b° +
+792a°b’ + 495a’b® + 220a°h° + 66a°h™ +12ab™ + b™.

Definitii. ©+ Membrul drept al formulei lui Newton se numeste dezvoltarea

binomului la putere.

«Numerele C°, C}, C?,...,C, ..., C! din formula lui Newton se numesc coeficienti

binomiali.

Proprietdti ale dezvoltirii binomu-
lui la putere

1° Numarul termenilor dezvoltarii bi-
nomului la putere, deci si al coeficienti-
lor binomiali C°, C}, ...,C’, este egal
cu n+1.

2° In dezvoltarea binomului la putere,
exponentii puterilor lui a descresc de la
nla 0, iar exponentii puterilor lui b cresc
dela0lan.

3° In orice termen al dezvoltirii bino-
mului la putere, suma exponentilor pu-
terilor lui a si ale lui b este egala cu n.

4° Termenul

Tk+l zc:an_kbk7 kE{O, 1! 27 reny n}y

adica al (kK + 1)-lea termen din dezvolta-
rea binomului la putere (termenul de rangul
k +1), se numeste termenul general al
dezvoltirii.

Atribuind lui k valori de 1a 0 1a n, de-
terminam toti termenii dezvoltarii binomu-
lui la putere. De exemplu, T, =Ca"b’
este primul termen, T, =C'a"*b* este al
cincilea termen din dezvoltarea binomu-
lui la putere.

©

Proprietdti ale coeficientilor binomiali

1° Suma coeficientilor binomiali din dez-
voltarea binomului la putere este egald
cu2:Cl+C +Cl+..+C'=2"
Intr-adevir, fie a=b=1. Substituin-
du-le in formula lui Newton, obtinem:
(1+)"=C+C}+C’+..+C/.

2° Cum C;'=C™", obtinem: coefici-
entii binomiali egal departati de termenii
extremi ai dezvoltarii sint egali.

3° Suma coeficientilor binomiali situati
pe locurile pare in dezvoltarea binomului
este egald cu suma coeficientilor binomiali
situati pe locurile impare ale aceleiasi dez-
voltiri si este egald cu 2"

Intr-adevir, considerind in formula lui
Newton a=1, b=-1, ne convingem ca
C!-Cl+C2+..4(-1)"C" =0, ceea ce
confirma proprietatea formulata.

4° a) Pentru =2k, ke N*, coeficien-
tul binomial al termenului de mijloc al dez-
voltarii ( Cr':) este cel mai mare.

b) Pentru n=2k+1, ke N, coeficientii
binomiali ai celor doi termeni de la mijloc ai
dezvoltarii sint egali (C¥ = C™") si sint cei
mai mari.
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Observatie. E important sa se faca distinctie intre coeficientul unui termen al dezvoltarii
binomului la putere si coeficientul binomial al aceluiasi termen, in cazul in care &, b sint
expresii cu coeficienti.

De exemplu, in dezvoltarea (3a+b)°® =27a° + 27a’b+9ab” +b® coeficientul terme-
nului al treilea este 9, iar coeficientul sdu binomial este C2 =3.

Coeficientii binomiali ai dezvoltarii binomului (a+b)" pot fi calculati folosind triunghiul
lui Pascal.
Cu ajutorul formulei recurente C;' =C™ +C™, se pot calcula succesiv numerele

n+l

CM*, folosind numerele C™" si C™*. Valorile respective pot fi scrise sub forma unui tabel

n+l ?

triunghiular, care se numeste triunghiul numeric sau triunghiul lui Pascal.

cr neN Bp'{}t"ejr“e‘gr']a

1 n=0 (a+h)°

11 n=1 (a+b)*

1 2 1 n=2 (a+b)?

1 3 3 1 n=3 (a+h)?

1 4 1 n=4 (a+b)*

1 5 10 5 1 n=>5 (a+b)®
1 6 15 20 15 6 1 n=6 (a+hb)°

In linia (n+1) sint scrise numerele C?, C:, CZ, ..., C!.

Regula de completare a unei linii a triunghiului lui Pascal, avind linia precedenta
completatd, este urmatoarea: primul si ultimul numar al liniei este 1; fiecare din celelalte
numere ale acestei linii este egal cu suma a doud numere din linia precedenta, situate in
stinga si In dreapta numarului care urmeaza a fi calculat.

Astfel, numerele liniei a opta a triunghiului lui Pascal vor fi:

1, 1+6=7, 6+15=21, 15+20=35, 20+15=35, 15+6=21, 6+1=7, 1L
Exercitiu. Completati linia a noua a triunghiului lui Pascal.

Observatie. In clasa a XI-a vom studia un alt mod de determinare a coeficientilor
binomiali, aplicind derivata functiei.
Puterea cu exponent natural a diferentei a doud expresii se calculeaza dupa o formula
similard cu formula Iui Newton:
(a=b)'=Cla" —Cla"'b+Cla"?h* = Cla" b’ +..+(=1)"C"a""b" +...+ (=1)"C'b".

Concis, vom scrie:

(a-b)"=Y (-D"Cra""o", meN,ne N, 0<ms<n. (2)

m=0

Formula (2) rezulta din formula Iui Newton, scriind (¢ —b)" =[a +(=b)]" si dezvoltind

binomul la putere.

MODULUL \
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2.2. Aplicatii ale binomului lui Newton

Sa analizam unele aplicatii ale coeficientilor binomiali si ale dezvoltarii binomului la
putere.
Z
Exercitii rezolvate

1. Sa se determine termenul al saselea din dezvoltarea la putere a binomului (\/; +X)*.

Rezolvare:
T, =C5(Wx)*® X = %(&)9 X5 =2002x° - v/X° =2002x° -/x.

2. Sa se afle rangul termenului care nu-I contine pe X in dezvoltarea la putere a binomu-
20
: 1
lui (\/; + 7) .

Rezolvare:
1

2

Termenul general al dezvoltarii este T,,, =C (x) 2. -

k
) . Conform enuntului,

k
(\/})2“-(%) —x°. Deci, 202—k_2k20® k=4

Prin urmare, termenul de rangul 5 nu-1 contine pe X in dezvoltarea la putere a binomu-
20
_ 1
iV ]
X
Raspuns: Termenul al cincilea al dezvoltarii.

1 22
3. Sé se calculeze cel mai mare coeficient binomial al dezvoltarii (u3 - i/; ) .

Rezolvare:

Deoarece n=22 este numar par, rezultd ca cel mai mare coeficient binomial al

220 _ 505432,

dezvoltarii este C), = RN

Raspuns: 705432.
4. 1n dezvoltarea la putere a binomului (30 - %J , coeficientul binomial al termenului
a

de rangul 4 este 20. Sa se afle termenul de rangul 5 al acestei dezvoltari.

Rezolvare:

Cum C® = 3!(nn!— 3= (n= Z)én—l)n' obtinem:

W=ZO@ (n-2)(N-Yn=120<= n*-3n*+2n-120=0< n=6.
(1) _ @ )

Astfel, T, =(-1)* - C¢ - (3a)** (ﬁ) =5 98" a” =13,

Raspuns: T, =135.

@



10.

11.

12.

13.

Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton

(&> Exercitii si probleme propuse

Sa se dezvolte binomul la putere: ;
a) (x+y); b (3a+b)% o (a+b); d) [iﬁ) ¢) (2a+3x)".
Sa se dezvolte binomul la putere:

a) (4-x)" b) (fa-b)*; ¢) (X—J ; d) (2x-3)"; e) (a—%W-

Sa se dezvolte binomul la putere:

a) [i/g“\/bg} b) (X=X 1)  —(x+Vx*-1)%  ¢) (V2x+4y)° —(V2x—y)".

Sa se arate ca valoarea expresiei (5—\/7 )"+ (5+ V7 )" este un numar natural pentru orice
ne N.

Sa se determine:

a) termenul al cincilea din dezvoltarea la putere a binomului (3x+4)';

b) termenul al saptelea din dezvoltarea la putere a binomului (& + 2\/§ )?;
¢) termenul al zecelea din dezvoltarea la putere a binomului (In2—51g3)"".

Sa se determine suma coeficientilor binomiali din dezvoltarea la putere a binomului:
a) (4a+30%)%; b) (log, x—3y)""; o) (Wx+3/y)®; d) (8x—2y)™.

Sa se determine suma coeficientilor binomiali ai termenilor de rang impar din dezvoltarea la
putere a binomului:

2) (3x+4y)"; b) (\k—lyj ; ¢) (a—15b)%; d) (2V/x +b)%.

Sa se determine:

a) termenul care il contine pe x'° in dezvoltarea la putere a binomului (v/X + 2x)*°;

b) termenul care il contine pe a* in dezvoltarea la putere a binomului (i/; - 2\6)13;
30
¢) termenul care nu il contine pe X in dezvoltarea la putere a binomului (\/; + 12) )
X

Sa se determine termenul din mijloc al dezvoltarii la putere a binomului:

a) (¢ +2y*)"; b) (Va+b")*; ©) (X ~y")*; d) (Vx—~lgn)".
Sa se determine cei doi termeni de mijloc ai dezvoltarii la putere a binomului:
a) (x=y*); b) (Va++b)*; ©) (2" -3y")™; d) 3+x)".
Sa se calculeze suma coeficientilor dezvoltarii la putere a binomului:
a) (8x* —5y?)°%; b) (7x+8y°)°.

Sa se determine termenii rationali ai dezvoltarii la putere a binomului:

a) }5-42)"; b) (V3+4/5)™.

n
< . . -3 n . . 1
Sa se afle termenul care il contine pe x * in dezvoltarea la putere a binomului [i/; + ‘ig J ,
stiind ca suma coeficientilor binomiali este egala cu 256.

MODULUL ~
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14.

15.

16.

17.

Sa se determine N din dezvoltarea la putere a binomului (X+ Y)", daca coeficientul lui y? este
egal cu coeficientul lui y°.
Sa se afle termenul care il contine pe X° in dezvoltarea la putere a binomului (\/; +x)",

daca suma coeficientilor binomiali de rang par este egala cu 2 048.

n
Sa se determine Af’ , dacd termenul al cincilea din dezvoltarea la putere a binomului (i/g + 2‘1)

nu-1 contine pe a.

Sa se demonstreze prin metoda inductiei matematice si cu ajutorul formulei lui Newton mica
teorema a lui Fermat: ,,Daca p este un numar natural prim si ne N, atunci nP —n se divide
cup”.

Observatie. Teorema lui Fermat deseori se formuleaza astfel: ,,Daca p este un numar natural
prim si N este un numir natural care nu este multiplu al lui p, atunci N°™* -1 se divide cu p”.
18. Ce proprietati ale numerelor (sirurilor) se pot depista in triunghiul Iui Pascal?
19. Sase compuna, utilizind binomul lui Newton, o problema vizind:
a) aranjamentele; b) permutarile; ¢) combinarile.
20*. Comparind coeficientii lui X din ambii membri ai egalitatii (1+X)“(1+X)™ = 1+ X", sise
demonstreze ca C,C° +C,'C! +...+CJC.. =C, ., unde k, m, I e N si | <min(k, m).
(&> Exercitii si probleme recapitulative
1. Cei 24 de elevi ai clasei a XII-a, la serata de absolvire, au facut schimb de fotografii intre ei.
Cite fotografii au fost necesare?
2. Laun turneu de sah au participat 14 sahisti si fiecare 2 sahisti

3. In cite moduri se pot aseza 6 elevi pe 20 de locuri?

4. Untren de pasageri are 12 vagoane. In cite moduri pot fi cuplate

s-au intilnit o data. Cite partide s-au jucat la turneu?

vagoanele pentru formarea trenului?

Cele 4 examene de BAC trebuie sa fie programate in 8 zile.
a) In cite moduri se poate face programarea?

b) In cite moduri se poate face programarea, daca ultimul examen de BAC se va sustine in mod
obligatoriu in ziua a opta?

In cite moduri pot fi aranjate 8 becuri electrice distinct colorate in 6 dulii?

In cite moduri pot fi aranjati 10 sportivi la o competitie, daci cel mai inalt trebuie sa fie primul, iar
cel mai scund — ultimul?

Clasa a X-a este reprezentatd la un concurs de matematica de 12 elevi si 3 profesori. In cite
moduri se pot forma echipe de cite 5 elevi si:
a) un profesor; b) doi profesori; ¢) trei profesori; d) cel putin un profesor?

O persoana a format la intimplare un numar de telefon, deoarece n-a retinut ultimele doua cifre.
Care este probabilitatea ca numarul va fi format corect?
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10. Intr-un cosulet sint 3 ciocolate cu nuci si 3 ciocolate cu alune, avind toate aceleasi dimensiuni. Se
iau la intimplare doua ciocolate. Care este probabilitatea ca ambele ciocolate sint de acelasi fel?

11. Saserezolvein N ecuatia:

a) g, b) 4P, =42P,,; ©)8C,,=34); d)6(C,, +C,,)=13C.,.
A" - (n—m)!
12. Fie (2a+b")". Si se determine n, daci:
a) suma coeficintilor binomiali este 256;
b) suma coeficientilor binomiali de rang impar este 256;
¢) coeficientul binomial al lui o’ este egal cu coeficientul binomial al lui a”;
d) coeficientul binomial al termenului al treilea este media aritmetica a coeficientilor binomiali ai
termenilor al doilea si al patrulea.

21
13. Sase determine termenul din dezvoltarea (i/i - 1] , care nu-1 contine pe a.

Ja

6
14. Fie (\/;Jri) . Sase aflex, dacd T, =g.
15. Ourna contine 6 bile albe si 8 bile negre. Se extrag concomitent doua bile.
Sa se determine probabilitatea evenimentului: A = {se extrag doua bile albe};
B = {se extrag doua bile negre};
C = {se extrag doua bile de aceeasi culoare}.

©

16. Cite elemente trebuie sa contind o multime, astfel incit numarul permutarilor elementelor acesteia
sa fie cuprins intre 3 000 si 55007

17. Sergiu a invitat la ziua de nastere 8 colegi de clasa.
a) In cite moduri ii poate aseza la o masa ovala?
b) Generalizati pentru z colegi.

18. Din 10 operatori si 5 ingineri ai firmei ,, Tempus”, se formeaza o delegatie alcatuita din 6 persoane,
dintre care cel putin 2 sint ingineri. In cite moduri se poate forma aceasti delegatie?

19. Cite numere naturale se pot forma cu cifrele 0, 2, 4, 6, 8, astfel incit in scrierea fiecarui numar
orice cifra sa apara cel mult o data?

20. Saserezolvein N inecuatia:
a) C)+C!>n(n-2); b) C'2 <54}

n+8 — n+6>

c) Ci' > 20,

21. Fiedezvoltarea (\/7 = )". Sa se determine numarul termenilor rationali ai dezvoltarii, daca:
a) n=>5; b) n=100.

22. Sa se demonstreze ca:

a) A" =mA" + A" ; b) C; =2C; ,, neN".
< . . . .. (2n)! A
23. Sdse demonstreze ca Vne N valoarea numericd a expresiei >l este un numar intreg.
-n!
5 = sl 1 2 3 2n =
24+, Sa se demonstreze ca valoarea expresiei C,,,,-C, ., -C, . -...-C,". este un patrat perfect.

25+, Sa se rezolve in NxN sistemul C*' =C* =2C""

x+1 x+1 X+l °

26*. Si se demonstreze ci Vne N', (2n+1)! > 2*"-(n!)%

MODULUL ~
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. Rezolvatiin N ecuatia C

. Completati cu un numar, astfel incit propozitia obtinuta sa fie adevarata:

. Determinati valoarea de adevar a propozitiei:

. Rezolvatiin N inecuatia 74", +14P_ <30P.
. Cite numere naturale de zece cifre distincte pot fi formate?

. Fiea,beN si \/Z € R\ Q. Demonstrati c&, oricare ar fi ne N, valoarea numerica a expre-

. Inclasaa X-asint 14 baieti si 18 fete. In cite moduri se pot forma echipe alcatuite din 3 baieti

(. Proba de evaluare

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

. a) Completati cu un numar natural, astfel incit expresia obtinutd sd aiba sens: Ap;. 1
b) Aflati numarul de aranjamente obtinut la a) dupa completare. 1
. a) Determinati valoarea de adevar a propozitiei: 1

Cucifrele 2, 4, 6, 8, 0 pot fi formate 100 de numere de telefon de cite cinci cifre distincte.
b) Aflati cardinalul booleanului multimii 4 ={2, 4, 6, 8, 0}. 1

=X -1

X+1

. Comitetul organizatoric al unei serate matematice a elevilor clasei a X-a este format din

4 membri. In cite moduri poate fi format acest comitet, daca in clasa sint 25 de elevi?

. Formulati un exemplu de utilizare a elementelor de combinatorica in viata cotidiana. 1

—A:P' Frs _ 42CH.

n—-2

Numirul 472" este definit pentru ne {2, 3, 5}.

x+1

siei (a+ Jb )" +(a— Vb )" este un numar natural.

si Sfete?



1NTNACN

TIOTUY) IS [OJUIN)S O[E [TUSWIOP dSIOAIP Ul I1jedrjdy (030 BURIPNO BjRIA UL ‘TO[HRN|Iqeqoid ©1109)
-a1oind B[ IN[NWOUIQ J€ LIBJ[OAZIP ‘ILI0JRUIqUIOD _nmﬁoo Qruuryo AWQMNEV IIUQWIOP ISISAIP UL Emo:&<
9p JO[13)1[B10) “IO[OWIRISIS “IO[IBNOAUL IO[IBNIS BAIBA[OZAI :11jeol[dy “[LIOJRUIQUIOD [BNOS 9P IO[QWISIS “IO[LR)I[810)
I I0[117eNOJUI “I0[I1eNo BAIBA[0ZAI :1Ijeordy
[eosed ] [nrysuntiy,
ine R JIne Lisiiero BN IO ‘@=aUV 'gped+ypred=(g V)P :Igunpe ensoy g
e e BENR <o Bo g pIed v/ pIed = (g X/ )paed (1) gy dnnw eney |

TIOLIOJBUIQUIOD ATk d[ejuourepuny o[InSay]

o Jo o\ )

Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton

"N 2 T+Z =u nnudd Lew rew 190 ko BN W= 0O+ TGO of
WIS 1,40 = ;O I[eIoulq 1iualoya00 (q o) sz T'0}ay )T ud=rwd oL NoU =Y
£.N 2 g =u nnuad arew rew .v_nfcmuo =" D=0 ol
909180 ;D) [BIWOUIQ [NJUSIOL0D (B LIEIULIS
992152 ,3 [ertuouq [t o :A oS s Uswso
. .E-cmu B s,__O oF [€ [eIOUSS [NUSULIDT, Jojorownu ofe fejoudord
”._”\cN ="t mo+ mo+ ao Om
WC=u0+ 0+ 0+ ,0 oL N2U N3W ‘USWSO || ,NDU ‘N2W ‘UsSwsQ
T=.0=,0 ol dW-uw (i —u)
) .||EO .|”E_< Ac@ e igp »._”.MV
iu u
T[eruouIq JO[HUSIONA09 J[e
tigloudolg LIRUIqUIO)) auawefuery 91eUOPIO TN
o=w _
N>3U'N3W ‘0, 8.0 =,q+e) oqdus {re " e T}
UOMON 1] [uourg BOLIOJRUIQUIOD 9P dWR[qOI ULy N
| |
=00 uiT-u)=iu u-gg =i

UOIMIN] IN[ [NWOUIY *BILIOJRUIGUIOD P JUIWI[F]



Functii reale.

MODULU'—’ Proprietati fundamentale

el aneva vrﬁa sa caute in mod serzos adevaru]
nu trebuleﬂa aleaga o szngum §tllllt.d caa t.aate;
ﬂnj legate zntm ele 51 dEpendente

Rene Descartes {

Obiective

O identificarea si utilizarea notiunilor functie, graficul functiei in diverse contexte;
O determinarea proprietatilor fundamentale ale functiei si ale graficului ei;

O clasificarea functiilor studiate dupa diferite criterii;

O aplicarea proprietatilor functiilor 1n situatii reale si/sau modelate.

Notiunea de functie. Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de functie. Moduri de a defini o functie

In practici se intilnesc marimi variabile care isi schimba valorile in functie de valorile
altor variabile. De exemplu, temperatura aerului se schimba pe parcursul zilei in functie de
ora la care se fac masurarile; valoarea variabilei u = 2t + 4 depinde de valoarea variabi-
lei t. Valorile variabilei Y= Jx=1 se schimbi in functie de valorile variabilei X, Insa nu
oricarei valori a lui X 1i corespunde o valoare a lui y (de exemplu, pentru X = 0).

Definitie. Prin functie se intelege tripletul ordonat (A, B, f), unde 4, B sint mul-
timi nevide, iar f este o corespondenta (lege) care asociaza fiecarui element Xe A
un unic element ye B. In alti termeni, functia este o aplicatie de la Ala B.

Daca lui x i se asociaza y, atunci se noteaza y = f(X) si se spune ca y este imaginea
lui X sau valoarea functiei f in punctul X. Multimea A se numeste domeniu de definitie
al functiei f si se noteaza cu D(f), iar multimea B se numeste codomeniul functiei f sau
domeniul de valori. Functia (A, B, f) se mai scric f: A— B si se citeste ,, f definita pe
A cu valori in B” sau ,, f de la Ala B”. Multimea B, ={ye B| (Fxe A (f(X)=Yy)} se
numeste imaginea multimii A sau multimea valorilor functiei f si se noteaza cu f(A)
sau E(f), sau Imf.

Observatie. Vom examina functiile reale (numerice) pentru care A si B sint submultimi
ale multimii R.

1) A=A; 2) B=B;; 3) f(x)=9g(x) pentru orice X din A.

I Definitie. Functiile (A,/B, f) si (A,B,,g) se numesc functii egale daca:
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Exemple

@ Functiile f: R—>R,, f(x)=]|x], si g R—>R_, g(x) :\/?, sint egale, Intrucit
D(f)=D(g), E(f)=E(Q) sipentru orice Xe R avem f(x)=|Xx|= «/Fz a(x).

@ Functiille f: R—>R_, f(X)=]|x], si g:R—>R, g(x)=]|x|, nu sint egale, deoa-
rece codomeniile lor sint diferite.

@ Este clar ca functiile egale au si multimile de valori egale. Multimea de valori a
functiei f: R—>R,, f(x)=|x|, este R,, fiindca oricare ar fi ye R, existd xe R, si
anume x ==y, astfel incit f(x)=y. De altfel, si functia g: R—>R, g(x)=|x]|, are
aceeasi multime de valori.

Observatii. 1. Pentru functia f: A— B, corespondenta f se numeste dependentdi
functionald. In relatia y= f(X), cu xe A, ye B, variabila X se numeste variabila
independentd sau argumentul functiei, iar variabila y — variabild dependentd.

2. Dacad este clar din context care sint multimile A, B, atunci, in loc de f: A— B, vom
spune si vom scrie ,,functia .

Daca f: A— B este o functie, M c A Kc B, atunci prin imaginea multimii M
la aplicatia f vom intelege submultimea f(M):{f(X)\ Xxe M} a multimii B, iar prin
preimaginea multimii K vom intelege submultimea T ={xe A| f(X)e K} amultimii A.

I

Z Exercitiu rezolvat

Fie functia f: R >R, f(X)=x*+3, simultimile M =[0, 2], K =[3, 7]. Si se deter-
mine: a)imaginea multimii M; b) preimaginea multimii K.

Rezolvare:

a) Pentrua determina f (M) —imaginea multimii M, tinem contca 0 < x < 2 si succesiv
obtinem: 0< x* <4, 3<x*+3<7, 3< f(x)<7. Deci, f(M)c[3, 7]. Este adevarata si
incluziunea inversd, [3, 7] < f (M), deoarece ecuatia X*+3=t, te[3, 7], are solutii in
intervalul [0, 2]. Asadar, f(M)=[3, 7].

b) Din inegalitatea dubla 3 < f(x) <7 obtinem | X| < 2, adica preimaginea multimii K
este multimea T =[-2, 2].

Functia poate fi definita:

1) in mod sintetic — printr-un tabel, printr-o diagrama, printr-un grafic, prin enumera-
rea perechilor ordonate de numere;

2) in mod analitic — cu ajutorul unei expresii (formule).

/7/ Modul sintetic de definire a functiei 2) ; X —1 0 3.14 S

a) Printr-un tabel poate fi definita o functie 9] 7 ! 0 03
al carei domeniu de definitie este finit §i contine b) A f B
un numar mic de elemente (fig. 5.1 a)). =—

b) Printr-o diagramd poate fi definitd o functie al _
carei domeniu de definitie i codomeniu sint reprezen-

tate cu ajutorul diagramelor Euler—Venn (fig. 5.1 b)). Fig. 5.1

MODULUL \
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¢) Printr-un grafic (a se vedea secventa 2.1).

d) Fie o multime G de perechi ordonate (X, y), Xe A, ye B, de numere reale, astfel
incit pentru (X, Y,), (X, Y,)€ G avem Yy,=Y,. Amintim ca in aceasta situatic am definit
o functie f: A — B, considerind b= f(a), daca (a, b)eG.

/2/ Modul analitic de definire a functiei

Cel mai frecvent, o functie se defineste in mod analitic, adica corespondenta dintre
valorile variabilei dependente si ale celei independente este data de o formuld, o relatie, o
proprietate.

Exemple

@ Fie functia f: R, >R, f(X)= VX. Valoarea radicalului este univoc determinati,
deci in mod unic va fi determinata valoarea functiei f pentru orice xe R, .

=9

@ Functia ,,partea intreagda”. Notam cu [a], a€ R, cel mai mare numar intreg mai
mic sau egal cu a. De exemplu: [31] =[x]=3, [-2]=-3, [2]=2.
Functia 9: R > Z, g(x) =[X], se numeste functia partea intreagda a numarului si se

noteaza [ ].
Se verifica usor proprietitile functiei | |:
1°[X] <X 2° [x+m]=[X]+m, me Z, xe R.

& Functia ,partea fractionara”. Notam cu {a} =a—[a], ae R, partea fractionara
a numarul a. De exemplu: {1,05} =1,01-[1,01] =1,01-1=0,0%,
{23 =-21-[-2]]=-21-(-3)=09, {~2} =v2-[2]=+2-1.

Functia h: R —[0,1), h(x) ={x}, se numeste functia partea fractionard a numa-
rului si se noteaza { }.

1, dacd X este rational

€ Functia lui Dirichlet este f: R —{0,1, f(X) :{O daci X este irational

Observatie. Deseori, se accepta sa se defineasca functia numai prin formula y = f (X),

determinind, de fapt, numai dependenta functionala, care, de altfel, nu depinde de notatia
variabilelor, domeniul de definitie si codomeniul functiei urmind si fie determinate. In
acest caz, domeniul de definitie D = D(f) se considera egal cu domeniul valorilor
admisibile (DVA) al variabilei X in expresia f(X), iar multimea E(f) se considera egala
cu f(D).

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se afle multimile D(f), E(f) ale functiei f definite de formula f(X)= Jx-3+2.

Rezolvare:

D(f) este multimea solutiilor inecuatiei X—3=0, deci D(f)=[3, + ).

Multimea valorilor unei functii f definite analitic este multimea valorilor reale ale
parametrului t, pentru care ecuatia f (X) =t are cel putin o solutie in D(f). In cazul dat,

@
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aceastd ecuatie ia forma Jx=3+2=t siin intervalul [3, +o) este echivalenta cu fiecare
din ecuatiile Ix=3=t-2, x-3= (t—2)% pentru t — 2> 0. Astfel, oricare ar fi t € [2, +0),
ecuatia Jx=3+2=t are solutie care apartine multimii D(f).

Prin urmare, f(D)=E(f)=[2, +<0).

MODULUL ~

1.2. Operatii cu functii

Deseori, avind doua functii, apare necesitatea de a examina suma, produsul si/sau citul lor.

Definitie. Se numeste suma, produsul, citul functiilor f: A>R si g: A>R,
respectiv functia (f +g): A->R, (f +9)(X) = f(X)+ g(x);

functia (f-g): A—>R, (f-g)(x)=f(X)-9(x);

f(x)

f f
functia —: A= R, | — |(X) =—=, X) # 0, pentru orice x din A4.
e g+ AR Jo9 =g, a9 0.p ;

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se determine suma si produsul functiilor
f:R, >R,, f(X)=vx+1 si g R, >R, g(x)=+/x+2.

Rezolvare:

In baza definitiei, pentru functiile f +g: R, >R, f-g: R, —R obtinem:

(f+9)¥) = F)+g(x) =VXx+1+Vx+2, (f-g)(x) =(/x+DVx+2.

Definitie. Se numeste restrictia functiei f: A— B la submultimea nevida M,
M c A, functia g: M — f(M), cu g(x)= f(X) pentru orice x din M.

In acest context, functia f se numeste o prelungire a functiei g la multimea A.

Exemplu
Restrictia functiei f: R —> R, « l-11lo 3 4
f (X) = x> —3x—4, la submultimea 2
25
M = {—1, 0, g, 4} este data in tabelul alaturat: S| 0 | -4 4 0

De fapt, de fiecare data cind este necesar de a obtine citeva puncte caracteristice ale
graficului unei functii, se foloseste o restrictie a acesteia la o submultime finita.

de a examina suma sau produsul lor, atunci se folosesc restrictiile lor pe multimea

D(f)ND(q).

Pentru a extinde aplicarea functiilor 1n diferite contexte, este necesar sd se examineze

si alte operatii cu functii.

| Observatie. Daca functiile f, g au domenii de definitie diferite si este necesar
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Definitie. Fie functiile f: A—> B si g: B, > E, cu Bc B,. Functia h: A— E,
definita prin egalitatea h(x) = g(f (X)), Xxe A, se numeste compusa (compune-
rea) functiei g cu functia f si se noteaza go f.

Enuntam fara demonstratie

Teorema 1. Pentru functiile f: A— B, g: B—C si h: C— D, compunerea lor
este asociativa: ho(ge f)=(hog)o f.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se decida daca exista compusele geo f, fog, daca:
f:[L+) >R, f(X)=+x-1, g:[-2 +=) >R, g(X)=x*-3.

Rezolvare:

Cum incluziunea R c[1, +oo) este falsd, rezultd ca nu se poate defini compusa f o g.
Deoarece R, C[-2, +0), functia h=go f este definita, are domeniul de definitie [1, +o°),

codomeniul Rsi h(x)=(go f)(X)=g(f(X))=g(x-1) =(vx-1)*>-3=x-4.

Observatie. Operatia de compunere a functiilor, in caz general, nu este comutativa,
I adica fog#gof.

Un rol deosebit in compunerea functiilor il au functiile identice: €,: M — M,
ey (X) =X, xe M.

Fie functiile f: A— B, €, A= A €,(X)=X, & B—> B, £,(X) =X Sa determinam
compusele €;0 f: A>Bsi foe,: A>B.

Avem: (g0 F)(X)=¢€5(f(X)=f(X), xe A si (feoe,)(X)=F(e,(X))=F(X), xe A
Prin urmare, functiile f og,, £, f si f auacelasi domeniu de definitie A, acelasi codo-
meniu B si iau valori egale pentru orice xe A Rezulta ca aceste trei functii sint egale:

fog,=€50f=1.

(& Exercitii propuse

1. Saseprecizeze domeniul de definitie al functiei f:D — R:

9 I0=gz M= o=

2. Sase determine multimea valorilor functiei f:D — R:
a) F0)=xC 2. b) f(X) =X o) f(x):xi_l.
3. Sase decida daca sint egale functiile f, g:
a) TR->R, f(x)=2x, g:Z—>R, g(x)=2x;
- X __ 1
b) f(x)= g0 =—15;

X' =2x’
. 11  2x-2
C)fﬁg‘D_)IR) f(x)_x+x_27 g(x)_x(x_z)'

1
X’ -4
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4. Fie A={0,%£1,+2,+3}, B={0,1,2,3,4}, /- A—> B, f(x)=]|x|+1.
Sa se defineasca functia f printr-o diagrama.

5. Sa se precizeze domeniul de definitie al functiei f: D — R:

D 10=3p D0 9 f0=

6. Sase determine multimea valorilor functiei f:D — R:

D@k B f0= 0 /=5y

7. Sa se afle suma, produsul si compusa f o g ale functiilor f, g: R—>R:

a) f(X)=|x], g(x)=x-1L b) f(X)=3x+1, g(X)=x*+L ¢) f(X)=x>-1, g(x)=x-1

d) ()=t

1.
{3 X

8. Sase determine compusele fof, fofof, ..., fofo..of alefunctiei f:R—>R:

a) f(x)=x"; b) f(x)=x-1.

n ori

9. Sasereprezinte functia ®@: R — R sub forma de compusa a doua functii (diferite de cele identice):
a) ®(xX)=(x"+1"; b) ®d(x) =¥/ x* -1

10*. Fie functiile f/: 4 — B, g: A— C, M c A. Pot firestrictiile acestor functii la submultimea M/
functii egale? Sa se dea exemple.

Proprietatile fundamentale ale functiilor reale

2.1. Graficul functiei

Definitie. Se numeste graficul functiei f: A— B multimea

G, ={(x, y) Ixe A y=f(x)}.

Exemple

@ Fie functia f: R—> R, f(x)=2x—-1. Punctul A(2, 3) apartine graficului func-
tiei f, fiindca f(2) =3, iar punctul B(3, 1) nu apartine graficului acestei functii, deoarece
f(3)=5=1

@ Reprezentarea grafica ne ajutd vizual sa YA
formulam concluzii referitoare la variatia functiei. 51
De exemplu, fie ca dependenta dintre numarul de
femei (din cele 1375) de 0 anumitd indltime si aceasta 190
inaltime x este reprezentata grafic in figura 5.2. Se 100+

observa usor ca: femei cu statura de 140 cm sint

. - R - 50T
putine; odata cu cresterea indltimii, numarul lor cres-
te pind cind Tndltimea ajunge la 165 cm, apoi, odata ; ; —>
A . IO < . 140 165 19 *
cu cresterea in continuare a inaltimii, numarul femei-
lor (de o anumita staturd) descreste. Fig.5.2

MODULUL ~ ]
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2.2. Zeroul functiei

Este bine se cunoastem punctele in care graficul functiei f intersecteaza axa Ox; in
astfel de puncte functia poate sa-si schimbe semnul valorilor sale. Aceste puncte se
numesc zerourile functiei si se determind rezolvind ecuatia f(x)=0.

2.3. Monotonia functiei

Definitii. ¢ Functia f:D — E se numeste crescatoare (descrescitoare) pe
multimea M, M c D, daca pentru orice X, <X,, X, X €M, avem f(x)< f(X,)
(f(x) 2 f(x,)).
e Functia f: D — E se numeste strict crescatoare (strict descrescatoare) pe
multimea M, M < D, daca pentru orice X, < X,, X, X,€ M, avem f(x)< f(X,)
(f(x)> f(x,)).

Functia crescdtoare sau descrescatoare (strict crescatoare sau strict descrescatoare)
pe o multime se numeste monotond (strict monotonda) pe aceasta multime.

Cresterea (descresterea) functiei pe o multime semnifica faptul ca valorii mai mari a
argumentului ce apartine acestei multimi ii corespunde valoarea mai mare sau egald (mai
mica sau egald) a functiei (fig. 5.3).

Geometric, cresterea (descresterea) strictd a unei functii pe un interval se ilustreaza
astfel: la deplasarea pe graficul functiei in sensul pozitiv al axei OX, se va efectua concomitent
o deplasare in sensul pozitiv (negativ) al axei Oy, adica in sus — figura 5.3 c) (in jos — figu-
ra 5.3 d)).

y4 YA
7 Now
' IHE(x%)
f(x)1! ' !

/ (%) | ! f(x)) {: : f(Xz)‘
O X, X, X ol X, X, X
a) Graficul unei functii b) Graficul unei functii
crescatoare descrescatoare

y Ya

o) X o " X

c¢) Graficul unei functii strict d) Graficul unei functii strict
crescatoare descrescatoare

Fig. 5.3
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Problemi. Si se arate ca functia f: R—R, f(x)=ax’ +bx+c, a>0, este strict

“ b
descrescatoare pe | —oo, —— |

2a
Rezolvare:

b )2 _b2—4ac

. _ b
Se stie ca f(x) a(x 2 1

Din x, <x, < —Zi (deci xl.+2i <0), consecutiv, obtinem:
a a

b b b Y b Y b Y b Y
’”Z”ﬁﬁw’ (xl+z) >(x2+ﬂ)’ a(xl+%) >a x2+% ,

b Y b’ —dac b Y b*—4ac .
a(xl-i-ﬂ) —T>a(x2 +%) T4, sau f(x)> f(x,). Prin urmare,

functia f este strict descrescatoare pe (— oo, —2%1).

. < . b b
Analog se examineaza cazurile a >0, xe (—2—, too | a<0, xe|—oo, 5, )
a a

b . .
XE| —5=, +oo
€ ( 23 ), si se obtine

Teorema 2. Functia f: R—>R, f(x)=ax*+bx+c, a>0 (a<0), este strict cres-

catoare (descrescatoare) pe [—%, +oo) si strict descrescatoare (crescatoare) pe
o LD
' 2a|

2.4. Paritatea functiei

Definitie. Functia f: D - R se numeste para (impara) daca:
1) pentru xe D avem —xe D si
2) f(=x)=f(X) (f(-x)=—"1(X)), pentru orice xe D.

Exemple
@ Functia f: R" =>R’, f(x) :%, ae R, este impard, intrucit:
1) pentru xe R” avem —xe R" §i 2) f(-X) :ix = —% =—f(x) pentru orice xe R’.

@ Functia f: R—>R,, f(X)=x*+3, este para, fiindca
f(—=x) =(=X)? +3=x*+3= f(X) pentru orice xe R.

€ Functia f: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a, beR", nu este nici pari, nici impari,
deoarece f(—x)=ax’—bx+c si se va gasi o astfel de valoare X, incit f(=x,)#+f(x,)

(de exemplu, X, = —% .

MODULUL
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Este important sd cunoastem interpretarea geometrica a paritatii functiei.

Teorema 3. Graficul functiei pare este simetric fatd de axa Oy, iar graficul functiei
impare este simetric fatd de originea O(0, 0) a sistemului de axe ortogonale.

Demonstratie:

In baza definitiei, punctele M(X, y), M’(=X, y) (simetrice fati de axa Oy) concomitent
apartin sau nu apartin graficului functiei pare f, deoarece y = f(x) = f(-x) (fig. 5.4 a)),
iar punctele M(X, y), M”(=x, —y) (simetrice fatd de originea O(0, 0)) concomitent
apartin sau nu apartin graficului functiei impare f, deoarece y= f(—x)=—"7(X)

(fig. 5.4 b)). P

YA

f(X)=x"+3

M(xy)
f(=) = f(X)

X X

a) Graficul unei functii pare b) Graficul unei functii impare

Z
%Exercitiu rezolvat

Si se studieze paritatea functiei f:D —R, f(X)=x+/x*+1.

Rezolvare:

D(f)=R. Cum f(-2)# f(1), f(-2) #—Tf(2), conditia2) din definitie nu se respecta,
deci functia f nu este nici para, nici impara.

Fig.5.4

simetric fatd de originea O(0, 0) poate fi reprezentata sub forma f =h +h,, unde h,

| Observatie. Orice functie f: D—R al carei domeniu de definitie (D(f)=D) este
este o functie pard, iar h, este o functie impara.

Intr-adevar, acestea sint functiile:
h h: D(F) R, B =5(F(9+ F(), BI=5(F()—F(-X).

Exercitiu. Demonstrati ca h, este o functie para, iar h, este o functie impara (a se
vedea observatia).
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2.5. Periodicitatea functiei

Valorile functiei al carei grafic este reprezentat in figura 5.5 se repetd la cresterea
argumentuluicu 1: f(X)=f(x+D)=f(x+2)=...= f(x+n), ne Z

MODULUL ~

Despre comportarea acestei functii pe R ne putem da seama stiind comportarea ei pe
un interval de lungimea 1, de exemplu, pe [0, 1).

y

_
N A — — —
W
X

3 2 - O
Fig. 5.5

Definitie. Functia f: D — R se numeste periodica daca existd un astfel de numar
real T, T # 0, numit perioada functiei, Incit:
1) pentru xe D avem (x*T)e D; 2) f(x£T)= f(x) pentru orice xe D.

Exercitiu. Aritati ¢i numerele KT, ke Z', de asemenea sint perioade ale unei functii
periodice cu perioada 7.

Exemplu

Consideram functia f: R—[0,1), f(X)={x}, unde {X} este partea fractionara a
numarului real X. Orice numar intreg nenul T este perioada a acestei functii, intrucit
{x+T}={x}, xeR.

Intr-adevir, in baza propriettilor functiei [ ], obtinem:

FXHT)={X+T}=X+T =[X+T]=x+T - ([X]+T)=x=[X] ={x} = f (X).
Graficul acestei functii este reprezentat in figura 5.5.

.. . - . - * . - . . . ..
Exercitiu. Demonstrati ca orice numar T € Q este perioada a functiei lui Dirichlet.

Una din problemele majore pentru functiile periodice este determinarea perioadei mini-
me pozitive T,, numitd perioada principala, deoarece, cunoscind valorile functiei pe
un interval [a, a+T,) de lungime T,, se vor cunoaste valorile in orice alte puncte din
multimea D(f).

Intr-adevar, pentru orice xe D(f) existd ke Z, astfel incit x+k-T,e[a, a+T,) si

f(x)=f(x+k-T,).

Exemple

@l Perioada principala a functiei f: R—[0,1), f(X)={x}, este T,=1.

Intr-adevar, orice T, 0<T <1, nu este perioada a acestei functii, deoarece exista X,
O< x<1,astfel incit 0O<X+T <1, x<x+T. Deci, f(X)< f(x+T).

@ Functia f(X)=a, ae R, nu are perioada principala.

Observatie. Daca functia f este strict monotona pe un interval infinit (nemarginit),
atunci ea nu este periodica.
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2.6. Extremele functiei

Problemi. Un fermier a obtinut dreptul de
a-si marca un lot experimental de forma drept-
unghiulara, marginit dintr-o parte de un canal
rectiliniu de irigare. Dimensiunile lotului sint limi-
tate de lungimea p a fringhiei cu care el trebuie sa
marcheze lotul din trei parti. Este firesc ca fermierul
vrea sa marcheze un lot de arie maxim posibila.

MODULUL

Prietenii 1i dau sfaturi contradictorii in privinta
dimensiunilor lotului. Care este solutia?

Rezolvare:

Pentru solutionarea problemei, vom exprima aria .«/ a
lotului prin marimea X a lungimii laturii paralele cu canalul:

ol =x~% unde P=% este lungimea laturii per-

’ 2
pendiculare pe canal. Am obtinut functia de gradul II, defini-
ta prin formula .«/(x)= —%xz +§x, xe (0, p), al cirei >

grafic reprezinta o parabola cu ramurile orientate in jos

(fig. 5.6). Cea mai mare valoare a functiei .«/(x) este

atinsa in virful parabolei cu abscisa X, = g Astfel, functia

.«/(x) are maxim local In punctul X, = g, X, € (0, p). Prin urmare, lungimea laturii paralele

p

cu canalul este g, lungimea laturii perpendiculare pe canal este e iar valoarea maxima
2
a ariei lotului este %

Si analitic se poate arata ca valoarea maxima a ariei lotului se obtine pentru X, = g,

2 2 2
deoarece pentru orice X, 0<x < p, avem .«/(x) = —%(x - %) + % < %

Definitie. Se numeste vecinitate a punctului a orice interval deschis de forma
Ve(a)=(a—¢€,a+¢), €>0.
Intervalul (—eo, +o0) se considera vecinatate a oricarui punct ae R.

Definitie. Punctul ae A se numeste punct de maxim (minim) local al functiei
f: A— B, daci existd o vecinatate V, (@), astfel incit f(x)< f(a) ( f(x)> f(a)),
pentru orice Xe V, (a) A

Punctele de maxim (minim) local ale functiei f se numesc puncte de extrem local
ale ei.

Daca a este punct de maxim (minim) local al functiei f, atunci valoarea respectiva
f(a) se numeste maxim (minim) local al acestei functii. Maximurile (minimurile) locale
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ale functiei se numesc extremele locale
ale acesteia. In figura 5.7, a, este punct
de minim local, iar &, a, sint puncte de
maxim local ale functiei f.

Z
%Exercitii rezolvate

1. Sa se arate cd x, = 54 este punct
de maxim local al functiei f: R —>R, ~f(a)
f(xX)=ax’ +bx+c, a<0. Fig.5.7
Rezolvare:
R b b \_ A . . b b
In punctul —5, avem f(—%)— 1, pentru orice Xe( g & 2a+8)
b Y : bY A_ A b
a — | > = — | —— < ——= _
este adevarat (x+ r ) >0, deci f(x) a(x+ r ) 1,51, ( o )

Prin urmare, x, = —2i este punct de maxim local pentru f.
a

2. Si se arate ¢ functia f: R—R, f(X)=|x*—-4x-5|, are minimuri locale in
punctele —1, 5 si maxim local in punctul 2.

Rezolvare:

Explicit, aceasta functie se scrie astfel:

£ (x) = {xz —4x-5=(x-2)?-9, daci Xe (—oo, —1JU[5, +)
—X*+4x+5=—(x-2)*+9, daci xe (-1, 5).

Cum f(-1)=f(5)=0si f(x)=>0= f(-1) = f(5) pentru xe R (deci si pentru valorile
lui X din orice vecinatati ale punctelor —1 si 5), rezultd ca —1 si 5 sint puncte de minim local
ale functiei f si y,, = f(-1)=0.

Examinam V, =(15; 25) — o vecindtate a punctului 2. Pentru orice xeV, avem

f(X)=—(x—2)*+9<9= f(2), deci 2 este punct de maxim local al functiei f si
Vi = T(2) =9.

I Observatie. Functia strict monotond pe un interval nu are extreme pe acest interval.

2.7. Functii bijective. Inversa unei functii. Functii inversabile

Fie functiile:

fTR->R, f(x)=|x]; 9:R—>R,, g(x)=|x|; h:R, - R,, h(x)=|x|=x

S-ar parea ca functiile f, g, & se deosebesc putin, insd ele au proprietati distincte
importante.

Pentru functia f-

a) existd X, # X,, astfel incit f(x,) = f(x,);

b) existd elemente din codomeniu care nu au preimagini in D(f).

MODULUL ~
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Pentru functia g: orice element din codomeniu are preimagine in D(g).
Pentru functia /: orice element din codomeniu are preimagine in D(%) si doar o unica
preimagine.

Definitie. Functia f: A — B se numeste functie injectiva daca f(x,)= f(x,)
implicd x, = x,.

Altfel zis, elementele din B pot avea nu mai mult decit o preimagine in A4.

Definitie. Functia f: 4 — B se numeste functie surjectiva dacd pentru orice
y din B exista x din 4, astfel incit f(x)=y.

Altfel zis, fiecare element din B are cel putin o preimagine in A4.

si surjectiva.

I Definitie. Functia f: 4 — B se numeste functie bijectiva dacd ea este injectiva

Exemple
@l Functia f nu este nici injectiva, nici surjectiva.

© Functia g este surjectiva: orice ye R, are doud preimagini: y si —;
g =g=n=[-y[=y.

Ea insa nu este injectiva, fiindca y#—y (y#0), dar g(y)=g(-y).

@ Functia / este surjectiva si injectiva: nu exista x, # x,, astfel incit A(x,) = A(x,),
fiindca din A(x,)=h(x,), adica |x, | =|x, |, rezultd cd x, =x,. Astfel, & este bijectiva.

Functiile bijective f: A— B au o proprietate deosebita: fiecarui element xe A in mod
unic, i corespunde un element f (X)e B, siinvers, fiecarui element ye B 1i corespunde
un unic element Xe A, astfel incit f(X)=y.

Deci, se poate defini functia g: B — A:

gly)=xe f(X)=y, ye B, xe A (1

Astfel, daca functia f ,traseaza cai” de la Ala B,
atunci functia g ,traseaza cdi” de la B la A, inverse
celor trasate de f. Daca multimile A si B sint finite,
atunci relatia (1) poate fi reprezentata cu ajutorul
diagramelor (fig. 5.8). Fig. 5.8

Definitie. Functia g: B— A se numeste inversa functiei f: A— B daca
g(y)=x= f(X)=y, ye B, xe A

.. - -1 . . . .. -1
Inversa functiei f se noteaza cu f . Evident, functia f este inversa functiei f .

Functiile f si f ™ se numesc functii inverse. (Nu confundati f ™ cu %!)

I Definitie. Functia care poseda functie inversd se numeste functie inversabila.
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Examinind compunerea functiilor f: A— B, g: B— A inconditiile (1), obtinem:

{(f *9)(y)=f(ag(y)=f(x)=y, ye B; @)
(9o F))=9(f () =9g(y)=x xe A

Folosind functiile identice €,, €, ale multimilor Asi B, scriem relatiile (2) astfel:
fog=g,, gof=¢,.
Din acest motiv, functia g (notata ') este inversa pentru f si respectiv functia f
(notatd g ') este inversa pentru g.

Daca functia f: A— B este definita printr-o formuld, atunci inversabilitatea, precum

si inversa ei pot fi determinate, tinind cont de (1), in modul urmator:

1) dinrelatia y=f(X), Xe A, ye B, variabila X se exprima prin Y si se obtine X = g(Y);

2) daca aceasta relatie asigura o exprimare unic determinata a lui X prin Y, atunci func-
tia f este inversabila;

3) schimbind locurile variabilelor X si y in formula X = g(y) (pentru a pastra notatiile
acceptate), obtinem formula y = g(X), care defineste functia inversa g: B — A pentru
functia f.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se determine inversa functiei f: [1,+e) > R,, f(x)= Jx-1.

Rezolvare:

Pentru a determina inversa f ™ R, —[1, +o0), din egalitatea y= Jx-1 exprimam
variabila X prin y si obtinem X=y®+1. Variabila x este unic determinati. Schimbind
locurile variabilelor Xsi y, obtinem y=x*+1, adicd f *(x)=x*+1. Prin urmare, inversa
functiei f este f ™ R, —=[1 4e0), fH(X)=x*+1.

Proprietiti ale functiilor inverse f:A—B si f B — A

1° Inversa unei functii (daca existd) este unica.

2° D(f)=E(f ) =A D(f)=E(f)=B.

3° Graficele functiilor f gi ' sint simetrice fata
de dreapta de ecuatie y=X.

4° Ambele functii f si f~', concomitent, sint strict
crescatoare sau strict descrescatoare.

Exemplu

In figura 5.9 sint reprezentate graficele functiilor

inverse

f:[1 +0) >R,, f(X)=+Xx-1, si
f R, =[1 +), fH(X)=x*+],

simetrice fata de dreapta de ecuatie y=X.

MODULUL ~
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2.8. Functii marginite

Definitii. «Functia f: A— B se numeste marginita inferior (marginita supe-
rior) daca exista un astfel de numar real m (M), numit minorant (majorant), incit
pentru orice Xe A este adevarata inegalitatea m< f(x) (f(x)<M).

* Functia marginitd inferior si superior se numeste functie marginita.

2
%Exercitiu rezolvat

Sa se arate ca:
a) functia f: R—>R, f(x)=axX’ +bx+c, a>0, este mirginitd inferior, dar nu este
marginita superior;

2
b) functia f: R—>R, f(x)= Zx—l, este marginita.
X+

Rezolvare: , 2
2 2
2) f(x)=a(x+2£a) _%- Atunci f(X)Z—%, fiindca a(x+%) >0
' : , T y _ b*-4ac
pentru orice Xe R. Deci, functia f este mirginitd inferior de numarul m= ——a

Pentru a arata ca functia f nu este marginitd superior, examinam ecuatia f(x)=¢ cu
2

parametrul t>m: f(X)=t<a X+% =t—m Ultima ecuatie are solutii, intrucit

membrul drept ia valori nenegative (pentru valori oricit de mari ale lui 7). Astfel, functia f
poate lua valori oricit de mari, deci ea nu este marginita superior.

b) Aflam multimea valorilor functiei f, adica aflam valorile parametrului t pentru care

ecuatia f(Xx)=t are solutii in D(f).
2 2
Fie ZX—:t. Atunci ZX—:t o (t-)x*+t=0 X :L, t #1. Ultima ecuatie
xX“+1 X“+1 1-t

are solutii daca te [0, 1). Prin urmare, E(f)=[0,1). Aceasta inseamna ca pentru orice
xe D(f) avem 0< f(X) <1 sica functia f este marginita inferior de 0 si superior de 1,
adica este marginita.

Proprietatile unor functii elementare, studiate la treapta gimnaziald, precum si unele
proprietati ale acestora examinate recent, utilizarea lor vor fi prezentate in modulul 7.

@ Exercitii si probleme propuse

1. Sase determine, eventual utilizind graficul, intervalele de monotonie ale functiei f: D — R:

a) f(X)=2x-3 b) f(x)=—§; o) f(x)=[x].
2. Sase afle punctele de extrem local si extremele locale ale functiei:
a) FR-SR, f(X)=x*+x; b) f: R>R, f(X)=—|x].
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3. Sase determine zerourile functiilor din ex. 1, 2.
4. Sase identifice domeniul de definitie al functiei:
1 1
a) f(X)=—+x+2; b) f(x)= +4/2-x; ¢) f(x)=+x—=2+42—x.
) f(x)=— ) S (%) Tl ) S(x)
A S B
5. Fie functia:
5 ——
Sa se descopere regula care asociaza
fiecarui element din 4 un element din B si
[ T\, sa se defineasca functia f in mod analitic.
6. Sa se determine, eventual utilizind definitia monotoniei, intervalele de monotonie ale func-
fiei f:D—>R: a) f(x)=— b) f(x)={x.
X" +1
7. Functiile f, g: D —>R sint crescatoare pe domeniul D. Sd se decida care din functiile
f+g, f—g, f+f, —f, f° f2 gof delaD laR sint monotone pe D.
8. Functia f:D — R este crescatoare si pozitiva pe D. Sa se arate cé:
a) f? este crescatoare pe D; b) \/T este crescatoare pe D; ¢) % este descrescatoare pe D.
9. Sase afle extremele locale ale functiei:
a) R (0,1, f(X)=—r—; b) fFRSR,, f(X)=]X-x|.
xX“+1
10. Caredinfunctiile f/: R—>R, i= L4, L) =[x], f,(x)={x}, fi(x)= {%x}, f.(x)={5x},
sint periodice? Sa se determine perioadele principale ale functiilor periodice.
11. Sa se studieze paritatea functiei f:D — E:
f(x)=x>+2x _ x4l x-1. 2 1
a) () ; b) F(0 =T+ 1 ¢) F(X)=x"+x+
12. Sa se demonstreze ca dacd f: R - R este o functie periodicd si g R — R este o functie
oarecare, atunci compusa go f: R — R este functie periodica. Este aceasta adevarat si pentru
functia f o g? Sase deaexemple.
13*. Sa se reprezinte ca suma a doua functii, una para si alta impara, functia /:D —>R:
a) f(x)=2x"—x+3; b) f(x)=x-2.
14. Sase demonstreze ca functia f este inversabila si sa se determine functia inversa respectiva:
a) L RSR, f(0=33x-1, b) £:R. >R, f(x)=¥x;
¢) fR->R, f(x)=2x+1; d) fi R\{2} - R\{1}, f(x)=xf2.
15*. Fiefunctia /: R—>R,, f(x)=]|x-1].

a) Sa se decida daca functia f este bijectiva.
b) Sa se determine daca este bijectivda functia f: M - R,, fi(x)=|x—1|, M =[1, +e0)

(restrictia lui f 1a M).

MODULUL ~
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(& Exercitii si probleme recapitulative

1. Séaseafle D(f), E(f) pentru functia f definitd in mod analitic:
a) f(x)=0,5x—3: b) f(x) =%+3; 0) f(x)=x>-3x.

2. Pentru functiile f din ex. 1 sa se determine, eventual utilizind graficele, intervalele (maxim

posibile) pe care ele sint crescatoare, descrescatoare.

3. Fie y cantitatea de energie electica consumata de la inceputul anului calendaristic de catre o

intreprindere, x — timpul care s-a scurs de la inceputul anului.
Care din graficele de mai jos ar putea reprezenta dependenta dintre y i x?

a) y b) ¥ o
0l X ol X 0l X
4. Sa se afle intervalele de semn constant ale functiei f: D — R:
4 2—x, _5_ 2+x, s x=2
B f()=3-5; b) f(x)=2- 0 f()=6-3—=.
5. Sase determine extremele locale ale functiei f: R — R:
a) f(x)=—x"+2x; b) f(x)=3x+x7; ) f(x)=x"+6x.

6. Fie functiile f(x)=x+2, g(x)=3—x. Sasedetermine suma, diferenta, produsul si compusele

fog, geof aleacestor functii.

7. Sa se studieze paritatea functiei f: D - R:

a) f(x)=1; b) f(x) =% +x; ¢) f(x)=x° +2x.

X

8. Sa se reprezinte sub forma de functie compusa a doud functii (diferite de cele identice) func-
3

1

tia @: R: D(x)=(x"+2)7; b) ®(x)=———F—5—
fia ®:R>R: a) ®()=(x' +2)% ) P =

@ Proba de evaluare

In itemii 1, 5 indicati litera care corespunde variantei corecte.

1. Domeniul de definitie al functiei f:D - R, f(X)= é ++/X—1, este multimea
A (0DUEL2. BI[0I  C[L2U@+s). DIL2.

2. Functia f: R—>R, f(x)=|1-Xx|, este strict monotona pe unele din intervalele (1, +o0),
(O, +0), (—o0, +20), (=1, 1). Determinati intervalul de monotonie maxim posibil.

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte

2
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1

3. a) Determinati care din punctele 0, —1, 1, —%, > sint puncte de extrem local ale functiei [ 5
f: R—>R, f(X)=x+2x. g‘
b) Aflati extremele locale respective ale functiei. %
4. Determinati zerourile functiei f: D —R, f(x)= ;C:; +4—x. 2
5. Graficul (schematic) al functiei f: D >R, f(x)=-2x+ %, este 1
A Y B cVv D y 5
1 e
n 2 3
Y\ L 3 2
8 - L 15 >
ol X Ol 5 X Mo x
6. Stabiliti intervalele de semn constant ale functiei f: D ->R, f(x)= i:z 2
In itemii 1, 5, 6 indicati litera care corespunde variantei corecte.
1. Domeniul de definitie al functiei f:D — R, f(x)= xx__zl , este multimea

A 0DU®L2. BI0L. C[L2AU@R+=). DIL2.

2. Reprezentati functia h: R >R, h(X) =2x+4, ca o compusa a doud dintre functiile
f:R->R,i=L4, f,(x)=2% f,(X)=x+4, f,(X)=x+5, f4(x)=\/§.

3. Functia f: R—>R, f(x)= 21+1, este strict monotona pe unele din intervalele (1, +oo),
X

(0, 400), (—oo, +00), (=1, 1). Determinati intervalul de monotonie maxim posibil.

4. a)Determinati care din punctele 0, -1, 1, — %, +% sint puncte de extrem local ale functiei
1
f:R->R, f(X)= .
9 x> +1

b) Aflati extremele locale respective ale functiei.

5. Graficul (schematic) al functiei f: D - R, f(x)=x"—2x, este

Ay\|/ B 7 Cly]t/,\ Di[ /
o) I A% /O‘ N OMx

6. Functia f: R—>R, f(x)=x"—x, este
A para. B impara. C nici para, nici impara.

7. Determinati intervalele de semn constant ale functiei f: R, - R, f(x)=x"+x.
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Ecuatii. Inecuatii.
Sisteme. Totalitati
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O recunoasterea si utilizarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor in diverse situatii;

O aplicarea terminologiei aferente notiunilor ecuatie, inecuatie, sistem, totalitate in diverse
contexte;
O utilizarea relatiilor de echivalenta la rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor;

O aplicarea notiunilor ecuatie, inecuatie, sistem, totalitate in situatii reale si/sau modelate.

Ecuatii. Recapitulare si completari

1.1. Notiunea de ecuatie

Sa amintim unele notiuni necesare pentru rezolvarea in R a ecuatiilor.

Definitii. » Egalitatea de forma A(X) = B(X), unde A(X), B(X) sint expresii in care
apare necunoscuta X, se numeste ecuatie cu o necunoscuta.

» Se numeste solutie a ecuatiei cu o necunoscuta valoarea necunoscutei care trans-
forma aceastd ecuatie intr-o egalitate numerica adevarata.

e Multimea valorilor necunoscutei (necunoscutelor) pentru care au sens toate
expresiile din ecuatie se numeste domeniul valorilor admisibile (DVA) al acestei
ecuatii.

Multimea de numere 1n care se cauta solutiile unei ecuatii, de reguld, se precizeaza in
enuntul problemei (in majoritatea cazurilor aceasta multime este DVA).

A rezolva o ecuatie Tnseamnd a gasi toate solutiile ei (in multimea de numere indi-
catd).

Vom nota cu Smultimea solutiilor ecuatiei.

Observatie. Solutii ale ecuatiei pot fi numai acele valori ale necunoscutei (necu-
noscutelor) care apartin DVA al ecuatiei, de aceea, de reguld, rezolvarea ecuatiei
incepe cu determinarea DVA.
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Mentiondm ca ecuatia nu are solutii, daca DVA al ei este multimea vida.

Definitie. Doud ecuatii se numesc echivalente daca multimile solutiilor lor sint
egale.

Echivalenta ecuatiilor A (X)=B,(X) si A,(x)=B,(X) se noteaza cu simbolul ,,&”
astfel: A (x)=B,(xX) & A,(X) =B,(X).

Observatie. Daca ecuatiile echivalente se rezolva intr-o multime M, atunci ele se
numesc echivalente in multimea M.

Echivalenta ecuatiilor, de reguld, se va examina in DVA al ecuatiei initiale. In particu-
lar, ecuatiile care nu au solutii sint echivalente.

Definitie. Fie ecuatiile A (X)=B,(X) si A,(X)=B,(x).
Ecuatiaa doua A,(X)=B,(X) se numeste consecinti a primei ecuatii A (X) = B,(X)
daca fiecare solutie a primei ecuatii este solutie si a ecuatiei a doua.

Se noteazd: A (X)=B,(X) = A,(X) =B, (X).

1.2. Ecuatii rationale

Expresia de forma B, unde P, Q sint polinoame, gradQ =1, se numeste rationala.

Q

Definitii. « Ecuatia E,(x) = E,(x), unde E,(X), E,(X) sintpolinoame de o nede-
terminata, se numeste ecuatie algebrica cu o necunoscuta.

e Ecuatia E, (x) = £, (x), unde expresiile E,(x), E,(x) sintrationale sau una din ele
este algebrica si alta rationald, se numeste ecuatie rationald (ecuatie cu necu-
noscuta la numitor).

Algoritmul de rezolvare a acestui tip de ecuatii este urmatorul:
@ se determina DVA al ecuatiei;
® se trec toti termenii in membrul sting al ecuatiei;

® se scrie membrul sting sub forma %;

. . A=0,
se aplica regula raportului nul: % =0 {B 40
se rezolva ecuatia obtinutd (A=0);

se verifica daca valorile obtinute apartin DVA;

Qe e ®

se scrie multimea solutiilor.
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X 5 18

Sa se rezolve in R ecuatia - =—.
Xx-3 x+3 x*-9

MODULUL ~ ]

Rezolvare:
5 18
DVA: xe R\{-3,3. A X __ 2 _ -0,
VA: xe R\{-3, 3}. Avem -3 %13 ¥ _9 0
. . . X2—=2x-3
Aducem membrul sting la acelasi numitor: .9 =0.
X —

Obtinem ecuatia x> —2x—3 =0, cu solutiile x, =3, x, =-1.
Valoarea 3 nu apartine DVA, deci ea nu este solutie a ecuatiei initiale.
Raspuns: S = {-1}.

& Exercitii si probleme propuse

Se stie ca lungimea riului Prut este cu 363 km mai mica decit lungimea
riului Nistru.

a) Care este lungimea fiecarui riu, daca suma lungimilor lor este de 2341 km?
b) Ce portiune din riurile Prut si Nistru traverseaza teritoriul Republicii Moldova?
(Utilizati harta geografica.)

Sa se afle radacinile reale ale polinomului P(X):

a) P(X)=3X-2; b) P(X)=X"+1; c) P(X)=(X-1)’(X*-1).
Sa se determine zerourile functiei /: R > R:

a) f(x)=x"—1; b) f(x)=2x+1; c) f(x)=(x+3).
Populatia unei culturi bacteriologice (in momentul de timp ¢ =0) este de 2 400 de indivizi.
Peste 5 h 30 min., numarul lor a crescut pina la 22 200 de indivizi.

a) Sa se exprime numarul de indivizi in functie de timp (masurat in ore).
b) Sa se afle peste cite ore numarul de indivizi va deveni egal cu 56400.

Saserezolvein R ecuatia:
5(x-2) 2(x-3) _3

a) 8(x+4)=3-2x; b) 5x+2=2(x-8); c) T2 “13 :
X2—4  3+2X. s o_ 3o X*=1_.»_ 1

d) = 2 e) X' —=2=X"-2; f) X_x <

g) 3x* —8x=0; h) x* -12x+120=0; i) 2x* -8=0.

Perimetrul unui triunghi dreptunghic este de 84 cm, iar ipotenuza lui este de 37 cm. Sa se afle aria
triunghiului.

Un lot de pamint de formi dreptunghiulari cu aria de 2080 m* a fost imprejmuit cu un gard de
lungimea 184 m. Sa se afle lungimea si latimea lotului.

O barca cu motor a parcurs 46 km pe un riu, in directia curentului de apa, si 10 km pe un lac in
1 h 30 min. S& se determine viteza barcii, daca viteza apei este de 5 km/h.
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9. Sa se compuna o ecuatie de gradul II care are solutiile:
1
a) x=-1 x,=2, b) x, =3, x, =1 c) X, =4, X2=—§.

10. intr-o solutie, care continea 40 g de sare, s-au turnat 200 g de ap si astfel concentratia solutiei
s-a micsorat cu 10%. Ce cantitate de apa continea solutia initiald §i care era concentratia ei?

11. Conform graficului nou de circulatie a autobuzelor, un autobuz
parcurge distanta de 325 km cu 40 min. mai rapid. Sa se afle viteza
medie cu care se deplaseaza autobuzul conform noului grafic,
daci se stie ca ea este cu 10 km/h mai mare decit viteza medie
prevazuta de graficul precedent.

12. Sa se compund o ecuatie algebrica ce:
a) are o unica solutie; b) are trei solutii distincte; ¢) nu are solutii.

13*. Saserezolve in R ecuatia:
a) 2x’ —7x* = Tx+2=0; b) x* +x’ —4x* +x+1=0.
14*. Si serezolve in R ecuatia x(13—x)(13+x%)=42(x +1).

15*. Sa se rezolve in R ecuatia 5X_l+5)(_2+...+5x_n :%, ne N, meR’.
T m-1 m-2 m-n m

Sisteme, totalitati de ecuatii

2.1. Notiunea de sistem de ecuatii

Problema. La un aprozar erau 1200 t de cartofi
si morcovi. Dupa ce s-au vindut 150t de cartofi si
40 t de morcovi, cartofi au ramas de trei ori mai multi
decit morcovi. Cite tone de cartofi si cite tone de
morcovi erau la Tnceput?

Rezolvare:

Fie x numarul initial de tone de cartofi si y numarul initial de tone de morcovi. Atunci,
conform conditiei problemei, obtinem sistemul de ecuatii cu doud necunoscute:

x+y=1200,
x—150=3(y —40),

cu solutia (292,5; 907,5). (Verificati!)
Raspuns: 292,5 t de cartofi si 907,5 t de morcovi.
Fie ecuatiile cu doud necunoscute E (X, y) =0, E,(X, y) =0. Se cere si se afle solu-

tiile lor comune, adica perechile ordonate de valori (&, b) ale necunoscutelor, care satisfac
fiecare din ecuatiile date.
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In asemenea cazuri se spune cad este dat un sistem de doud ecuatii cu doua

necunoscute. Acesta se scrie: {El(x' y)=0,
E,(x, y)=0.

Tratari similare sint §i pentru sistemul de trei, patru etc. ecuatii cu trei, patru etc.
necunoscute. In continuare vom studia si rezolva diverse tipuri de sisteme de ecuatii.

Definitie. Se numeste solutie a sistemului de doud (trei) ecuatii cu doud (trei)
necunoscute perechea ordonata (a, b) de valori (tripletul ordonat (a, b, ¢) de valori)
ale necunoscutelor care este solutie a fiecarei ecuatii din sistemul dat, cu alte cuvinte,
care transforma fiecare ecuatie Intr-o egalitate numerica adevarata.

A rezolva un sistem de ecuatii inseamna a gasi toate solutiile lui.

Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii (notata cu S) este intersectia multimilor
solutiilor ecuatiilor din sistem.

Un sistem de ecuatii se numeste compatibil daca el are cel putin o solutie. Sistemul
care are o multime finita de solutii se numeste compatibil determinat, iar cel care admite
o infinitate de solutii se numeste compatibil nedeterminat.

Un sistem de ecuatii care nu are solutii se numeste incompatibil.

Rezolvarea sistemului de ecuatii incepe, de reguld, cu determinarea domeniului valorilor
admisibile (DVA) al sistemului.

Domeniul de valori admisibile al sistemului de ecuatii este intersectia domeniilor de
valori admisibile ale ecuatiilor sistemului.

Definitie. Doua sisteme de ecuatii se numesc echivalente daca multimile lor de
solutii sint egale.

Sistemele incompatibile sint echivalente.
Vom enumera unele transformari fundamentale care pdstreazd echivalenta siste-
melor. Fie o multime M (in particular DVA) in care ecuatiile sistemului au sens.

1> Schimbind ordinea ecuatiilor unui sistem, obtinem un sistem echivalent cu cel initial in
multimea M.

1> Inlocuind o ecuatie a sistemului printr-o ecuatie echivalenta cu aceasta, obtinem un
sistem echivalent cu cel initial in multimea M.

mr» Exprimind intr-o ecuatie a unui sistem o necunoscuta prin celelalte necunoscute si
substituind aceasta expresie in celelalte ecuatii ale sistemului, obtinem un sistem
alcatuit din ecuatia initiala si cele noi formate, care este echivalent cu cel initial in
multimea M.

V> Inlocuind o ecuatie a unui sistem cu o ecuatie care se obtine in urma adunarii algebrice
(adunarii sau scaderii ecuatiilor membru cu membru) a ecuatiei date cu orice alta
ecuatie a sistemului, obtinem un sistem echivalent cu cel initial in multimea M.

MODULUL
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Amintim metodele principale de rezolvare a sistemelor de ecuatii:
a) metoda substitutiei (a se vedea transformarea echivalenta III);
b) metoda reducerii, bazata pe transformarea echivalenta IV,
¢) metoda utilizdrii necunoscutei (necunoscutelor) auxiliare;
d) metoda grafica.

2.2. Totalitati de ecuatii (sisteme)

Problema. Sa se rezolve in R ecuatia:

X (x=1)(x+2)=0. (1)

Rezolvare:

DVA: xe R. Un produs de doi sau mai multi factori este egal cu zero, dacd cel putin
unul din factori este egal cu zero. Prin urmare, obtinem x* =0 sau x—1=0, sau x+2 =0.
Asadar, se pune problema de a afla toate valorile necunoscutei care satisfac cel putin una
din aceste ecuatii. In cazul dat se spune ci avem de rezolvat o totalitate de trei ecuatii cu
o necunoscutd. Ea se noteaza:

X
x—1=0, )
X

Fie ecuatiile E (X)=0 si E,(X)=0. Daca se cere sa se afle toate valorile necunos-
cutei X care satisfac cel putin una din aceste ecuatii, atunci se spune cé e data o totalitate

E,(x) =0

sau se pune semnul ,, ; ” Intre ecuatii:
E,(0=0"%P v ’

de ecuatii si acest fapt se scrie astfel: [
E,(X)=0; E,(x)=0.

Notatii similare se folosesc pentru totalitati de trei, patru etc. ecuatii si pentru totalitati
de sisteme de ecuatii.

Multimea solutiilor unei totalitati de ecuatii (sisteme) (notata cu S) este reuniunea
multimilor solutiilor ecuatiilor (sistemelor) din aceasta totalitate.

Sa rezolvam totalitatea (2) in DVA al ecuatiei initiale:

x*=0 x=0e DVA,
x—1=0 | x=1€ DVA,
x+2=0 x=-2e DVA.

Atunci S ={-2, 0, 1} este multimea solutiilor ecuatiei (1).
Prezentam inca doua transformadri echivalente (care pastreaza echivalenta ecuatiilor):

v» Ecuatia E (X)-E,(X)-...-E,(X)=0 vi> Ecuatia (E (X))? =(E,(X))* este

este echivalentd in DVA cu tota- echivalentd in DVA cu totalitatea de
El(x) =0, ecuagii [El(x) i EzE(X)’
litatea de ecuatii | E»(X) =0, E.(X)=-E,(X).

En“('x) =0.

@
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Observatie. Este important sd sesizdm ca, in cazul n care o ecuatie se reduce la o
totalitate de ecuatii, multimea de solutii a ecuatiei date este formatd numai din solutiile
totalitatii care apartin DVA al ecuatiei initiale.

In contextul notiunii totalitate de sisteme de ecuatii, la rezolvarea sistemelor de ecu-
atii se aplicd si metoda descompunerii. De exemplu, dacd o ecuatie a sistemului este
echivalenta in DVA al sistemului cu o totalitate de doua (trei etc.) ecuatii, atunci sistemul
dat este echivalent in DVA al Iui cu o totalitate de doua (trei etc.) sisteme, care se obtin din
cel initial prin inlocuirea ecuatiei respective cu ecuatiile din totalitate.

Z
%Exercitiu rezolvat

< . . . |3X=y=2,
Sa se rezolve in R x R sistemul de ecuatii { y

(2x+y)*=9.
Rezolvare: r
o
X-y=2 =1
_ 3X—-y=2 { ~ y
{3)( y—22 ei[2x+y=3 & 2xty=3 ol x=_1
(2x+y)* =9 ox+y=—3 3X-y=2 5’
2X+y=-3 13
y=-%-

Raspuns: S= {(l, D, (—%, —1—53)}

2.3. Sisteme omogene de ecuatii

Definitii. « Polinomul P(X, Y, ..., U, V) de gradul n in nedeterminatele X, Y, ..., U, V'
se numeste polinom omogen daca pentru orice sistem de valori numerice (x, y, ...,
u, v) ale nedeterminatelor si orice valoare numerici fixati Ae R" are loc identitatea:
P(Ax, Ay, ..., Au, W)=A"P(x, y, ..., u, v).
* Ecuatia algebrica P(x, y, ..., u, v)=0 se numeste ecuatie omogena de gradul »
daca polinomul P(X, Y, ..., U, V) este un polinom omogen de gradul ».
e Sistemul de doua ecuatii algebrice cu doua necunoscute de forma
ax"+ax"'y+a,x"?y +..+a,_ xy"" +a,y" =c,

{box" +bx"y+bx"y +.+b, xy" +by" =d,
Ay, dyy .y a,, by, b, ... b, €R, a, #0, b, #0, se numeste sistem omogen de
gradul » (membrii stingi ai ambelor ecuatii ale sistemului sint polinoame omogene de
gradul n).

Z
%Exercitiu rezolvat
2 + 2

Sa se rezolve in R x R sistemul de ecuatii

Rezolvare:
Acest sistem este omogen de gradul doi.

MODULUL ~
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DVA: (X, )€ RxR. Inmultim prima ecuatie cu 2, apoi adunim ecuatiile si obtinem
3x* +5xy—2y* =0,

echivalent cu cel initial, care contine o ecuatie omogena.
x* —3xy=4, i ’ i

sistemul {

Impartim prima ecuatie la X2 (X # 0, deoarece X = 0 nu este solutie) si obtinem ecuatia de

2
gradul 11 3+5(1)—2(1) =0, cusolutiile 1:3 si l:_l_
X X X X 2

Rezolvarea sistemului initial se reduce la rezolvarea totalitatii de sisteme de ecuatii:

{y:3x, yz—lx,
? - 3xy=4 2
XmXY=% | _3xy=4.

Primul sistem nu are solutii. (Verificati!)
Sistemul al doilea are solutiile: (—24/0,4, 4/0,4); (2,/0,4, —4/0,4). (Verificati!)
Raspuns: S={(-24/0,4, 4/0,4); (2,/0,4, —,/0,4)}.

2.4. Sisteme simetrice de ecuatii

Definitie. Ecuatia cu doud necunoscute se numeste simetrica dacd, inlocuind x cu
v $i y cu x, ecuatia nu se modifica.

De exemplu, ecuatiile 3X° +2xy+ 3y =5 si X+ y—3=0 sint simetrice.

I Definitie. Sistemul format din ecuatii simetrice se numeste sistem simetric.

Observatie. Deoarece ecuatiile cu doud necunoscute ale unui sistem simetric nu se
modifica la inlocuirea lui ¥ cu X sau a lui X cu Y, rezulta ca daca (a, b) este solutie a
sistemului simetric, atunci (b, a) de asemenea este o solutie a acestui sistem.

Sistemul simetric cu doud necunoscute poate fi rezolvat prin metoda utilizarii necu-
noscutelor auxiliare.

Z
%Excrcitiu rezolvat

2 2 _
Sa se rezolve in R x R sistemul { + 0 Y = 2
X+ y+2xy=1
Rezolvare:
— 2 — e
Acest sistem este simetric. Fie {X+ y=u, Obtinem sistemul u*—3v=-2,
=V. u+2v=1
Substituind u =1- 2v in prima ecuatie, obtinem ecuatia (1—2v)? —3v+2=0, cusolutiile
3 : 1
v,=1v, =7 Atunci U, =-1, u, =5

Rezolvarea sistemului initial se reduce la rezolvarea totalitatii de doua sisteme de ecuatii:

1
{x+y=—l X+y=-3

xy=1 _3
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Ambele sisteme sint incompatibile in R x R; deci sistemul initial nu are solutii.
Raspuns: S=Q.

MODULUL

Observatie. Rezolvarea sistemelor omogene de ecuatii si a sistemelor simetrice de
ecuatii se reduce, de regula, la rezolvarea totalitatilor de sisteme.

&> Exercitii i probleme propuse

1. Sa se stabileascd daca sint echivalente sistemele:

a) xz_w+y2:oa i xz_xy+)’2:0, b) xz_xy:()’ i XB_XZyZO,
(x=y)(x+y)=16 x* =y =16;

2. Saserezolve in R x R sistemul de ecuatii:

2x-3y-8=0, X+y=-4, X—-y=1 X—y=2,
Y {4X+y—2=0: b) {Xy=3; © {x2+y2—4l 9 {x3—y3—8
3. Sase rezolve prin metoda descompunerii sistemul:
p 7Y S ) =2, ) JI13x=1]-y=0,
(x=y)*=9; (x+y)* =16 X+ xy=1.

4. Saserezolve in R ecuatia X(X+ ;L() (X* —6x+5)(x* —4)=0.

5. Sa se rezolve problema prin compunerea unui sistem de ecuatii.
Dintr-un port s-au pornit concomitent doud nave: una spre sud, iar cealaltd — spre est, deplasindu-se
rectiliniu si uniform. Peste doua ore, distanta dintre ele era de 60 km. Sa se afle viteza fiecarei
nave, daca se stie ca viteza primei nave este cu 6 km/h mai mare decit viteza navei a doua.

6. Pentru 4 caiete si 15 manuale s-au platit 530 lei, iar pentru 3 caiete si 10 manuale — 360 lei. La ce
pret se vind manualele si caietele?

7. Daca intr-o sald se agaza cite 3 persoane la o masa, ramin 5 mese libere, iar daca se asaza cite
2 persoane, ramin 5 persoane fara locuri. Cite mese si cite persoane sint in sala?

8. Doi muncitori, lucrind Impreuna, executd o comanda in 12 zile. Dacé o jumatate din aceasta
comanda este indeplinitd de un muncitor, iar a doua jumatate — de celalalt muncitor, atunci toata
comanda este executata in 25 de zile. In cite zile poate executa integral comanda fiecare muncitor
aparte?

9. Doua echipe de elevi, lucrind impreuna, pot stringe
roada de pe un lot experimental in 4 zile. In cite zile ar
face acest lucru fiecare echipa aparte, daca una din
ele ar stringe recolta cu 6 zile mai repede decit cealalta
echipa?

10. Saserezolve in R ecuatia:

12 x 1 )
(x—1+x+1_1)(2—x_x_2)_0'
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MODULUL

11.

12.

13.

14.

15.

16.

177,

Sa se rezolve in R X R sistemul omogen de ecuatii:

X2 =3xy+y’=-1, x> +xy=0, X2 +2y* =17,
) 13x2 — xy+3y? =13, 2 +xy—y* =1 € x?-2xy=-3.

Sa se rezolve in R X R sistemul simetric de ecuatii:

X+ Y+ Xy=23 x> +y® =1, Xy =2,
2 {x2+y2 =34; ®) {x+ y=2 2 X2 +y? =12,

Propuneti citeva metode de rezolvare a sistemului c).

Sa se rezolve in R x R sistemul de ecuatii:

5
(x=Y)xy =30, 212, X%+ xy+ 4y? =6,
a) _ b)Yy x 6 ©) Yav2 L au? 14
(x+y)xy =120 2 2 _E 3x° +8y° =14;
X -y =5
IX|+2|y|=3, |x|-3|y—4|=8, 2|x=3|-y=1,
) {5Y+7X=2; 2 X -y’ =3 D x*—|y-1|=0.

Sa se rezolve problema prin compunerea unui sistem de ecuatii:

a) Doua uzine trebuie sa produca intr-o luna, conform planului, 360 de piese. Prima uzina a
indeplinit planul cu 112%, iar a doua — cu 110%. Ambele uzine au produs in total 400 de
piese. Cite piese a produs fiecare uzina peste plan?

b) Laouzind, pentru a produce un motor electric de tip A, se folosesc 2 kg de cupru si 1 kg de
plumb, iar pentru a produce un motor electric de tip B — 3 kg de cupru si 2 kg de plumb. Cite
motoare de fiecare tip au fost produse, daca s-au folosit in total 130 kg de cupru si 80 kg de
plumb?

Sa se compuna un sistem (o totalitate) de ecuatii care:
a) are o unica solutie; b) are o infinitate de solutii;
c) are solutia (2, 3); d) nu are solutii.

La arderea in exces a oxigenului cu 1,10 g amestec
de metanol si etanol se obtin 0,896 / de dioxid de
carbon (IV), calculat in conditii normale. Sa se de-
termine compozitia cantitativa a amestecului in
unitati de masa.

a) Sa se rezolve problema prin compunerea unui
sistem de ecuatii.

b) Sa se rezolve problema cu ajutorul ecuatiei.
Sa se rezolve In RXR si sa se discute dupa parametrii reali a, b, ¢ sistemul:

2) {(a—l)x+ y=a, ){(x—y)(xz—y2)=3a3, 2xy=a,

—1 2 2y _ 3 - ©) 2yZ=b,
2x—(a+1y=1 (X+y)(X°+y")=15a", a#0; 4zx=c, a,b,c>0.
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Inecuatii cu 0 necunoscuta.
Recapitulare si completari

3.1. Notiunea de inecuatie

Problemi. Iniltimea la care ajunge o minge arun-
catd vertical in sus se calculeaza conform formulei
h(t)=-5¢t" +12¢t +2, unde 4 se misoara in metri, iar ¢
este timpul (masurat in secunde), considerat din momentul
aruncdrii. Cite secunde se va afla mingea la 1ndltimea
nu mai mica decit 6 m?

Rezolvare:

Pentru a raspunde la intrebare, trebuie sa aflam intervalul de timp pentru care A(¢) > 6.
Astfel, rezolvim inecuatia —5¢* +12¢+2>6 sau inecuatia 5¢* —12¢+4 <0. Obtinem
t€[0,4; 2]. (Verificati!) Atunci marimea intervalului de timp este 2—0,4=1,6 (secunde).

Raspuns: 1,6 secunde.

Definitie. Inecuatie cu o necunoscutd se numeste inegalitatea ce contine o
necunoscutd.

Forma generala a unei inecuatii (aici si in continuare cu o necunoscutd) este
f(X) > g(x) sau f(X) < g(X), sau f(X) > g(x), sau f(x) < g(x), unde f(x), g(X) sint expresii
matematice.

Definitii. ¢ Multimea valorilor necunoscutei pentru care au sens (existd) toate
expresiile inecuatiei se numeste domeniul valorilor admisibile (DVA) al acestei
inecuatii.

» Numadrul ¢ se numeste solutie a inecuatiei cu o necunoscuta daci el transforma
inecuatia intr-o inegalitate numerica adevarata (intr-o propozitie adevarata).

A rezolva o inecuatie cu o necunoscutd iInseamna a determina toate solutiile ei.
Vom nota cu Smultimea solutiilor inecuatiei.

Definitie. Doud inecuatii cu o necunoscuta se numesc echivalente daca multimile
solutiilor lor sint egale.

Inecuatiile cu o necunoscutd care nu au solutii sint echivalente.
La rezolvarea inecuatiilor, este util s cunoastem cele mai importante transformdri
echivalente:

> f(X)>9(x) < f(x)-9(x)>0;
> f(X)>9(x) & g(x) < f(x);

m» f(X)>g(x) < af (x) >ag(x) pentru ae R, a>0;

MODULUL ~ ]
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v f(X)>g(x) < af (X) <ag(x) pentru ae R, a<0;
v f(X)>gX)e f"(X)>g"(X) @/ f(x)>3/g(x), n=>2, neN) pentru f(x)>0,

MODULUL '

g(x) >0 si n numar natural;
vir f(X)>g(X) f"(X)>g"(X) (/f(X)>Yg(x), n>2, ne N) pentru » numar na-
tural impar.

Afirmatii similare sint adevarate si pentru inecuatiile de tipul

f(x)29(x), F(x)<g(x), f(x)=<9(x).

e! Deoarece la rezolvarea inecuatiilor verificarea in cazul unui numar infinit
de solutii este practic imposibila, va fi mai eficient sd nu admitem
transformari care conduc la obtinerea solutiilor strdine sau la pierderea

H solutiilor. Prin urmare, transformarile efectuate trebuie sa fie echivalente.

Atentt

‘ Exercitiu. Formulati verbal transformarile echivalente [-VI.

3.2. Inecuatii rationale. Metoda intervalelor de rezolvare a
inecuatiilor cu o necunoscuta

.. . . P(X) P(x) P(x) P(x)
Definitie. Inecuatiile de tipul >0, >0, <0, <0, unde P(X),
QX 7 Q(x) Q) T QX
Q(X) sint polinoame in nedeterminata X, gradQ(X) =1, se numesc inecuatii
rationale.

Inecuatiile rationale pot fi rezolvate prin diferite metode.
P(x)
Q(x)

>0 avem de rezolvat o totalitate de doua sisteme

1/ Considerarea semnului citului

P(X)
Q(x)
de inecuatii (notiunile de totalitate, sistem de inecuatii vor fi examinate mai jos):
{P(x) >0, {P(x) <0,

QX >0; |Q(x)<0.

De exemplu, pentru inecuatia

2| Considerarea echivalentelor de tipul:

P(x) . P(x) P(x)-Q(x) =0,
Q(X)>0(:>P(x)-Q(x)>0, Q(X)ZOQ{Q(X)?&O.

3! O metoda eficientd de rezolvare a inecuatiilor rationale este metoda intervalelor.
(x—a)(x—b)

Fie functia f definitd prin formula f(x)=m,

©

unde, de exemplu,
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a<b<c<dsia b, c,de R. Dacd x> d, atunci fiecare din factorii X — a, X — b,
X — C, X — d este pozitiv, deci pe intervalul (d, +eo) avem f(X) > 0. Daca ¢ < x < d, atunci
X—d <0, iar ceilalti factori sint pozitivi. Rezulta ci f(x) < 0 pe intervalul (c, d). in mod
analog, pe intervalul (b, ¢) avem f(x) > 0 (fig. 6.1).

— + — +
Se spune ca in punctul C functia f isi schimba a b e q X
semnul. .
. Fig.6.1
Similar avem pentru punctele a, b, d (fig. 6.1).
i i iei e o F N . B
Scl}nnbarea s.emnulul functiei f” poate fi repre % = >
zentatd grafic prin ,,curba semnelor” (fig. 6.2), care
se construieste de la dreapta spre stinga, incepind cu Fig.6.2
intervalul din dreapta.

Reprezentarea din figura 6.2 se interpreteaza astfel: pe intervalele unde ,,curba semne-
lor” e situatd mai sus de axa numerelor este adevarata inegalitatea f(X) > 0, iar pe inter-
valele unde ,,curba semnelor” este situata mai jos de axa numerelor avem f(x) < 0.

Aceste rationamente nu depind de numarul de factori de gradul inti ce apar la numarator
si numitor, nici de amplasarea reciproca a zerourilor numaratorului si numitorului. De
aceea aceste rationamente sint adevarate si pentru functia f definitd prin formula

X— X—a,) ...(X—
(- X (ca) . (x-a) "
(x=b)(x=b,) ... (x=D,)
unde a,, a,, ..., a, b,, b,, ..., b, sint numere reale distincte. Pentru aceasta functie de
asemenea se va construi ,,curba semnelor”.

Observatie. La aplicarea metodei intervalelor este important sa tinem cont de urma-
toarele: numai 1n cazul in care functia este de tipul (1), adica toti coeficientii necunoscu-
tei X sint egali cu 1 si toate numerele a,, a,, ..., &, b,, b,, ..., b, sint distincte, ,,curba
semnelor” se construieste incepind cu intervalul din dreapta, situindu-se deasupra axei
numerelor. In celelalte cazuri, semnul functiei pe fiecare interval se va determina prin
,,valori de control”, substituite in formula ce defineste functia initiala.

La rezolvarea inecuatiilor rationale prin metoda intervalelor vom proceda conform
urmatorului algoritm:

@ prin transformari echivalente, aducem inecuatia initiala la o inecuatie cu membrul drept
egal cu 0, al carei membru sting este o expresie de tipul (1);

® determinam functia f si aflam zerourile numaratorului;

® determinam valorile in care functia f nu este definita (zerourile numitorului);

@ zerourile numaratorului i numitorului divizeaza axa numerelor (in caz general, DVA al
inecuatiei initiale) in intervale;

® construim ,,curba semnelor’;

® selectam intervalele corespunzatoare semnului functiei f;

® scriem raspunsul.

MODULUL \
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MODULUL

In cazul in care in (1) unele din numerele a,, ..., a,, b, ..., b, sint egale, adici (1) ia
forma f(X)=(x-c)“(x-c,)...(x=¢)", k, K,, ..., kK € Z', laconstruirea ,,curbei sem-
nelor” aplicim urmatoarea regula:

- daca k, ie{l, 2, ..., t| te N'}, este numir par, atunci la , trecerea peste zeroul ¢

semnul functiei f nu se schimba;

- daca k, ie{l 2, ..., t| te N'}, este numir impar, atunci la ,trecerea peste zero-

ul ¢;” semnul functiei f se schimba in opus.

Z
%Exercitiu rezolvat

. . X(B=x)(x+4)*
Sa se rezolve in R inecuatia XB=x)(x+4) >

x? —5x+6

Rezolvare:

X(x—3)(x+4)*
(Xx=2)(x-3)

Prin urmare, trebuie sa aflam valorile lui X

Transformam membrul sting al inecuatiei i obtinem <0. Fie functia f
X(X—3)(x+4)*

definita prin formula f (X) = m

pentru care f(X) < 0.

Zerourile numaratorului sint 0, 3, —4, iar ale numitorului sint 2, 3.

Conchidem cé 1n O si 2 functia f 1si schimba semnul, iar in —4 si 3 semnul ei ramine
neschimbat.

,,Curba semnelor” m M -
este urmatoarea: _4 0o~———"2 3

Deci, f(x) < 0 pentru xe [0, 2) U{—4}.
Raspuns: S={-4} UIO0, 2).

&> Exercitii si probleme propuse

1. Saserezolve in R inecuatia:

. X, X_X_X.
a) 3x—15;2(x7+4i>61—x, b) 2 2715
¢) Xx—3- X; > Xz‘ : d) (x—6)(x+1)£(x—1)(x+6).
2. Saserezolve in R inecuatia:
1. x(x 2 X 1 1 >1
a) XZZL b) o1 <0; c) _1—x<0’ d) ~ x+1_0 e) X= oL

3. Un fermier vrea sa ingradeasca un ocol pentru animale
de forma unui trapez isoscel. Laturile neparalele ale
trapezului au lungimea de 10 m, iar baza mare este de
1,5 ori mai lunga decit baza mica. Ce lungime trebuie
sa aiba baza mica pentru ca lungimea gardului sa fie
mai mare decit 50 m?
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4. Sa se determine care din propozitiile urmatoare sint false. Depistati greseala.

a) Daca x* > 16, atunci x> 4. b) Daca x> <25, atunci X< 5.
c¢) Dacax?> 1, atunci x< 1. d) Daca 5 —x=4, atunci X2 1.
5. Saserezolve in R inecuatia:
3 2 2
a) X(x-1) (x+2)s0; b) 3X —35x+7>0; o) 2x2 -X-3 >0.
T e X +1 -X"—-7Xx+8
6. Sa se compuna o inecuatie cu necunoscuta la numitor, avind multimea solutiilor:
a) S=[-1,1]; b) S=(-<, Q]; c) S={; d) S=R.

Sisteme, totalitati de inecuatii cu o necunoscuta.
Recapitulare si completari

4.1. Sisteme de inecuatii cu 0 necunoscuta

Sa ne amintim ce este un sistem de inecuatii cu o necunoscuta.

Fie doua inecuatii A(X) > 0 si B(X) > 0 cu o necunoscuta. Daca se pune problema de a
determina multimea valorilor necunoscutei X ce satisfac ambele inecuatii, atunci se spune
ca avem de rezolvat un sistem de doud inecuatii cu o necunoscuta.

. . . JAX)>0
Sistemul respectiv se noteaza: !
P {B(x)>0. (1
Observatii. 1. Fiecare inecuatie a sistemului (1) poate avea unul din semnele: ,,>”,

<” <75

9= 9%

2. Sistemul de inecuatii poate sa contina doud sau mai multe inecuatii.

Definitie. Orice valoare a necunoscutei care satisface foafe inecuatiile sistemului
se numeste solutie a sistemului de inecuatii cu o necunoscuta.

A rezolva un sistem de inecuatii inseamna a determina multimea solutiilor lui.
Multimea solutiilor unui sistem de inecuatii cu o necunoscutd (notata cu S) este
intersectia multimilor solutiilor inecuatiilor acestui sistem.

Definitie. Doud sisteme de inecuatii cu o necunoscutd se numesc echivalente
daca multimile solutiilor lor sint egale.

Sistemele de inecuatii care nu au solutii sint echivalente.

Observatie. Sistemele echivalente de inecuatii ce se rezolva pe o multime se numesc
echivalente in aceasta multime.

Z
%Exercigii rezolvate
2x—-1

1. Si se rezolve in R sistemul de inecuatii { (X—=3)(x+1)
x> +1>0.

MODULUL ~ ]
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Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati
Rezolvare:

Determinam DVA al sistemului: xe R\{-1, 3}.

Aplicam metoda intervalelor si
aflam solutiile primei inecuatii: 71/'F\ = 2 * "

Astfel, X (oo, —1) U(% 3).

Inecuatia a doua are solutiile X€ (—eo, +0). (Demonstrati!)

Raspuns: S=(—, -)U (%, 3).

2X+9>X+7,
2. Sa se rezolve 1n R sistemul de inecuatii X_}_ <0.
X+=
Rezolvare: 3
DVA: xe R\ {%}
.o . .. s A +\ ./:}- >
Solutiile primei inecuatii sint Xe (-2, +o0). ~-1 X

Solutiile inecuatiei a doua sint Xe (— % : 1:|.

Prin urmare, solutiile sistemului sint Xe (=2, +0) () (— %, 1] = (— 1 ]

Raspuns: S= (— % , 1:| .

4.2. Totalitati de inecuatii cu o necunoscuta

Fie doua inecuatii A(X) < 0 si B(X) <0 cu o necunoscuta. Daca se pune problema de a
determina multimea valorilor necunoscutei, astfel incit fiecare valoare a necunoscutei sa
fie solutie cel putin a unei dintre inecuatii, atunci se spune ca avem de rezolvat o
totalitate de doua inecuatii cu o necunoscuta.
A(X) <0,

B <0. &

Totalitatea respectiva se noteaza: [
Observatii. 1. Fiecare inecuatie a totalitatii (2) poate avea unul din semnele: ,,>”,
>” <,"

99 9 99—

2. Totalitatea de inecuatii poate sa contind doud sau mai multe inecuatii.

Definitie. Orice valoare a necunoscutei care verificd cel putin o inecuatie a to-
talitatii se numeste solutie a totalitatii de inecuatii cu o necunoscuta.

A rezolva o totalitate de inecuatii inseamna a afla multimea solutiilor ei.
Multimea solutiilor unei totalititi de inecuatii cu o necunoscutd (notata cu §) este
reuniunea multimilor solutiilor inecuatiilor acestei totalitati.

@



Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

Definitie. Doua totalitati de inecuatii cu o necunoscutd se numesc echivalente
daca multimile solutiilor lor sint egale.

Totalitatile care nu au solutii sint echivalente.

2
%Exercitiu rezolvat IX+ 9> X+ 7
Sa se rezolve in R totalitatea de inecuatii x-1 <0.
X+3

Rezolvare:

Prima inecuatie are solutiile Xe (=2, +e), iar a doua—solutiile xe (— % 1:|. Reuniunea

multimilor solutiilor ambelor inecuatii este multimea (-2, +<) U (—%, 1:|. Prin urmare,

solutiile totalitatii sint: Xe (-2, +e0).

Raspuns: S= (-2, +c0).

& Exercitii si probleme propuse

1. Sa se determine daca sint echivalente sistemele:

3 2
Y {—ixuso, ; {2)(1—120, ){x2+1<0, . {x (1x -1)>0,
— ——>0; < ——<0.
x—1>1 x—1>0’ Xx(x-1) <0 x2+4<
2. Saserezolve in R inecuatia:
a) —1<3x-1<8; b) 0< X(x-3) < 4; 0) —332%‘)(<o.

3. Saserezolve in R sistemul de inecuatii:

1
a) %20’ b) {X2—12x+12020, 5 X<,
3x-1<2(x+1); (X=5)(x+6)<0; 3x—1>5_%_

4. Siaserezolve in R totalitatea de inecuatii:

2x+1 g>0 3(x-1)(x+2) >0,
a)| (x=3)(2-x) b) [ x~ ¢) | X* +x<0,
3X—1< 2(x+1); —4x+4<0; —-X+5<0.

5. Sa se afle valorile lui X, Xe R, pentru care exista triunghiuri cu laturile de lungime 3x + 1,

X+ 3, 4x—-2.
©

6. Saserezolve in R sistemul de inecuatii: 1
3(x-5)—-6 sz,

(x=3)*<0, (x=1*(2-x) >0 s
a) X3+X5>l' b) { (x=2)(x=3) ~ ¢) ;<1,
X+1 X(X-D(x—-2)<0;

x(x—-1)=2.

MODULUL ~ ]



‘ Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

7. Saserezolve in R inecuatia:

MODULUL

. La o parcare sint motociclete (cu doua roti)

7_5XS4+ X 3X <& b)_3S%_X1_<1'

) 5y X—5 25-x2 +1

. O barca cu motor a parcurs pe un riu 10 km in directia curentului de apa si 6 km 1n sens contrar.

Viteza apei este de 1 km/h. In ce limite trebuie sa fie cuprinsd viteza barcii pentru ca toata
calatoria sa se incadreze intre 3 si 4 ore?

. Sa se compuna un sistem de inecuatii cu o necunoscuta, care are multimea solutiilor:

a) S= (-, 2)U{3}; b) S={-3, 0}; c) S=d.
10*. Saserezolve in R sistemul de inecuatii:
2
- -1|>
[3x-1| < X, [x"-1|=8, 3 x-1},
Ay IXI S, b) 1x¢-10x+25 _ ) x>
(x=2)(x=3) ~ (x=3)(4—x) ' 2x°—|x|-1=0.
/ 2
11*. Saserezolvein R inecuatia MS 0.

x’ -1

@ Exercitii i probleme recapitulative

_ . 1 _1) 1 _4 x
a) 3,5(x—4)=4x+8; b) 5 x—O,l(IO 2x), ©) 3r=7-%

1. Saserezolvein R ecuatia:

. Sa se transpuna in limbaj matematic, apoi sa se rezolve problema:

a) cu ajutorul ecuatiei; b) prin sistem de ecuatii.

1) Suma a doud numere reale este 44. Sa se afle numerele, daca unul este cu 10 mai mare decit
celalalt.

2) Diferenta a doua numere reale este 45. Sa se afle numerele, daca unul este de 10 ori mai mic
decit celalalt.

3) Indoua aprozare sint 520 t de mere. Daci s-ar muta 60 t dintr-un aprozar in celalalt, cantitatile
din cele doua aprozare ar fi egale. Ce cantitate de mere se afld in fiecare aprozar?

si autoturisme. In total sint 48 de unitati si
168 de roti. Cite motociclete si cite autotu-
risme sint la parcare?

Sa se rezolve problema:

a) prin metoda falsei ipoteze;

b) cu ajutorul ecuatiei;

¢) prin compunerea unui sistem de ecuatii.

&



Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

4. Se stie ca punctele A(3, —1) si B(l, é) apartin graficului functiei f/: R—>R, f(x)=ax+b.
S se afle coordonatele altui punct C(x, y) care de asemenea apartine graficului functiei f.

5. Sergiu are 7 ani, iar tatal lui are 39 de ani. Sa se afle citi ani Sergiu va ramine mai mic decit % din
virsta tatalui.

6. O societate pe actiuni are 3 actionari. Procentele respective de participare a acestora se ra-
portaca2:3: 5. Profitul societatii in 2011 a constituit 450 000 lei. El a fost impartit proportional
cu procentul de participare. Ce profit (in lei) a primit fiecare actionar pentru anul 2011?

7. Sase afle numerele reale x i y, daca se stieca 2x—3y =1 i x+2y=-3.

8. Sase determine radacinile reale ale polinomului:
a) PX)=(X"-DBX*-X-2); b) O(X)=X"-X+X-1.

9. Dacid vom inmulti trinomul aX*—2X +b cu trinomul X’ +aX —1, atunci vom obtine un
polinom de gradul patru in care coeficientul lui X’ este 8, iar coeficientul lui X este —2.
Sa seafle a sib.

10. Sa se afle valoarea de adevar a propozitiei:

a) =

5 x*—4
x+1

20 (x—=5)(x+1)=0; b) i3

11. Saserezolvein R ecuatia:
X+, x 5 X +2 3x-2_8

<0 (x*—4)(x+3)<0.

Dt e a2 )35=2 r12 3
12. Saserezolve in RXR sistemul de ecuatii:
1,11 x+y=14, x y_s
a)qx y 6’ b) £+X=§- )3y x 6
2x-5=y; y o x 127 x—y=2.
13. Saserezolvein RxR sistemul de ecuatii:
2) X’y +xy—-72=0, b) (x+y) =2(x+y)=15,
X+y—-6=0; x+xy+y=I11.

x*+y*=5
X—y=m
a) are o unica solutie; b) are doua solutii; ¢) este incompatibil?

14. Pentru care valori reale ale lui m sistemul de ecuatii {

15. Sa se demonstreze ca pentru orice x€ R:
a) x* —10x+1>—x>=7x—1; b) 5x* =5x+1>-2x"+5x—6.

16. Una din laturile unui dreptunghi este cu 7 cm mai mare decit cealalta. Care poate fi lungimea
acestei laturi, daci aria dreptunghiului este mai mica decit 60 cm”?

MODULUL ~



‘ Ecuatii. Inecuatii. Sisteme. Totalitati

(7. Proba de evaluare

1. Completati, astfel incit propozitia obtinuta sa fie adevarata:
{3); —2y=-3 {
x —xy=1
2. Fiepolinomul P(X)=-3X>—-X +2.

Timp efectiy de lucry:
45 de minyte

MODULUL

b) Scrlegl un polinom de gradul doi ale carui radacini sint opusele radacinilor polinomu-

lui P(X).
3. Ficfunctia /: DR, f(x)=>. J”l‘
a) Aflati D, .
b) Determinati pentru care valori reale ale lui x functia f ia valori
nenegative.

4. Unbuchet de flori format din 3 lalele si 4 narcise costd 44 lei, iar un
buchet format din 6 lalele si 3 narcise, la acelasi pret, costa
63 lei. Cit costa o lalea si cit costa o narcisa?

1. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii {x y +xy 3,
)’ —xly=-2.
2 —_—
2. Fiefunctia f/: D >R, f(x)= —”;_(’)5”25 + %
a) Aflati D, .

b) Reprezentatl grafic functia f.

3. Din statiile A si B, situate la o distanta de 600 km, pornesc
concomitent unul spre celdlalt doua trenuri. Peste 6 ore,
/ ; distanta dintre ele era de 60 km.
wh Daca trenul din A ar fi iesit cu
1 ord 30 min. mai devreme decit
cel din B, atunci trenurile s-ar fi intilnit la mijlocul distantei
dintre A si B. Aflati viteza fiecarui tren.

X

>0,
4. Fiesistemul { x> -1
-3+ <O.

a) Completati cu un numar real, astfel incit multimea solutiilor sistemului s fie egala cu
multimea solutiilor primei inecuatii.

b) Rezolvati in R sistemul obtinut dupa completare.
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Ecuatii.
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Functii elementare.
MODULUL . )
[ Ecuatil. Inecuatii

2 ,Cgeaf,cef,cu?z04§tqm, este. pzi‘"ea,:‘ pu}‘m
—— ,‘JCeJ‘ea,d‘:epu, stim este zmens
Laplace

O recunoasterea functiilor, ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor studiate in diverse
contexte;

O aplicarea functiilor studiate si a proprietatilor acestora in rezolvari de probleme din diverse
domenii;

O clasificarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor dupa diverse criterii;

O rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor, totalitatilor prin metode adecvate;

O modelarea unor situatii cotidiene si/sau din diverse domenii cu ajutorul functiilor, ecuatiilor,
inecuatiilor, sistemelor studiate.

Functia de gradul I. Ecuatii de gradul I.
Inecuatii de gradul |

1.1. Functia de gradul I

Problema. O firma de taxi din municipiul Chisindu aplicd urmatoarele tarife:

- la pornire — 12 lei,

- cursele 1n raza orasului — 2,2 lei/km,

- cursele in afara orasului — 4,2 lei/km.

a) Sa se scrie formula ce determina depen-
denta dintre costul y al calatoriei in raza orasului
si distanta x parcursa cu taxiul.

b) Este oare aceastd dependenta functio-
nala? Ce tip de functie avem?

¢) Sa se calculeze costul calatoriei cu taxiul
a cuplului Petrescu de la domiciliu pind in centrul
orasului, daca distanta este de 10,3 km.

d) Este oare suficientd suma de 510 lei pentru a achita calatoria cu taxiul de la Chisindu
pind la Balti, distanta dintre orase fiind de 120 km?

©



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii

Rezolvare:

a) y=2,2x+12. (Argumentati!)

b) f: N >R, f(X)=22x+12 — functie de gradul I. (Argumentati!)

¢) Cum x=10,3, obtinem y=2,2-10,3+12=34,66 (lei).

d) Avem g:N —R, g(X)=4,2x+12. Deoarece x =120, determinim ci suma de
510 lei nu este suficienta. (Verificati!)

Definitie. Se numeste functie de gradul I functia de forma f: R—>R,
f(x)=ax+b, a,be R, a=0.

Functia de gradul [ poseda urmatoarele proprietati:
1° D(f)=R.

2° Graficul functiei f intersecteazd axa Oy in punctul (0, b), iar axa Ox — 1n punc-

tul (—é, 0).
a

3° Zeroul functiei: x,=——.

4° Daca a>0: f(x)>0 pentru xe(—%,+oo) si f(x)<0 pentru xe(—oo, —%).

Daca a<0: f(x)>0 pentru xe(—oo, —%) si f(x)<0 pentru xe(—%,+oo),

5° Functia este impara doar dacid b=0: f(—x) =a-(-x)=—f(x). In alte cazuri, ea nu
este nici para, nici impara.
6° Monotonia: Pentru a >0 functia este strict crescatoare pe R (din x, <x, rezulta
consecutiv ax, <ax,, ax, +b<ax, +b, f(x)< f(x,)). Pentru a<0 functia este
strict descrescatoare.
7° Functia f nu este periodicd, fiindca ea este strict monotona pe un interval nemarginit.
8° Din acelasi motiv f nu are extreme locale.
9° Functia f este bijectiva, deci este inversabild.
10° Graficul functiei este o dreapta. Pozitia ei depinde de semnul pantei a=tgo: daca
a >0, atunci dreapta formeaza un unghi ascutit cu semiaxa pozitiva Ox (de la axa
Ox in sens opus miscarii acelor de ceasornic) (fig. 7.1 a)), iar dacd a <0, atunci
acest unghi este obtuz (fig. 7.1 b)).

a) VA b) VA a<0

N\
/
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii

1.2. Ecuatii de gradul 1. Inecuatii de gradul I

Definitii. « Ecuatia de tipul ax+b=0, a, be R, se numeste ecuatie liniara (sau
ecuatie afina).
e Dacd a #0, ecuatia liniard se numeste ecuatie de gradul I cu o necunoscuta.

Sistemul de doud ecuatii de gradul I cu doua necunoscute are forma
ax+by=c,
{a2x+b2y=cz.
Solutia sistemului este perechea ordonata de valori (@, b) ale necunoscutelor, care
transforma fiecare ecuatie a sistemului intr-o egalitate numericd adevdrata.
Amintim metodele de rezolvare a sistemelor de doud ecuatii de gradul I cu doua
necunoscute: v/ metoda substitutiei;
v metoda reducerii;
v metoda grafica.

Definitie. Inecuatiile de tipul ax+b<0, ax+b<0, ax+b>0, ax+b20, a+#0,
a,be R, se numesc inecuatii de gradul I cu o necunoscuta.

De regula, inecuatiile de gradul I se rezolva prin efectuarea unor transformari echi-
valente.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R inecuatia 3x—6>0.

Rezolvare:

Ix-620=3x26=x22.

Grafic, multimea solutiilor se reprezinta astfel: 0
Raspuns: S =[2, +e0).

=
2

Multimea solutiilor unui sistem (unei totalitati) de inecuatii de gradul I cu o necunoscuta
este intersectia (reuniunea) multimilor solutiilor inecuatiilor acestui sistem (acestei totalitati).

Z
Exercitiu rezolvat

“1N> v —
Sa se rezolve in R:  a) sistemul de inecuatii (x—-1)2x-6,
T x>5x+4;
— > _
b) totalitatea de inecuatii 3x-1)2x-6,
T lx>5x+4.
Rezolvare:
a) 3(3(—1)236—6<:> 3x-32x-6 2)62—3<Z> x>-15,
x>5x+4 4x < —4 x<—] -1
Raspuns: S =[-15; =1).
3(x=)=2x-6 _ [x=-15, . » .
b) [x S 5x44 = [x <1 Obtinem: 71,‘5 < -

Raspuns: S =R.

@
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1.3. Ecuatii liniare cu parametru

Fie F(x, a)=0 o ecuatie care contine necunoscutele x si a. Daca se pune problema
de a rezolva ecuatia cu necunoscuta x pentru fiecare valoare a lui a, atunci F(x, a)=0

se numeste ecuatie cu necunoscuta x §i parametrul a.
2
Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia, unde a este parametru real:
a) ax=2; b) (@’ -9)x=a-3.
Rezolvare:

a) 1) Dacd a =0, atunci obtinem ecuatia 0-x =2, care nu are solutii, deci S ={.

2) Daca a # 0, atunci obtinem ecuatia de gradul I ax =2, cu solutia %, deci S = {%}

Raspuns: S= pentru a=0; S= {%} pentru ae R".

b) (¢’ -9x=a-3< (a-3)a+3)x=a-3.

1) Daca a =3, atunci obtinem ecuatia 0-x =0, deci S=R.

2) Daca a =-3, atunci obtinem ecuatia 0-x=—6, deci S =.

3) Daca ae R\{£3}, atunci obtinem ecuatia de gradul I (a -3)(a+3)x=a-3, cu

solutia x:L, deci S = L .
’ a+3 a+3

Raspuns: S=R pentru a=3;, S=U pentru a=-3;
1
= +
S {a+3} pentru ae R\{+3}.

&> Exercitii si probleme propuse

1. Saserezolvein R ecuatia:

a) 3,5(x—2)=8,(24); b) V3x—+2 =0; o) —%+6x=2,(2)(x—1).
2. Saserezolve in RXR, prin trei metode, sistemul de ecuatii:
2x—y =3, -0,5x+2y=2,
3) {—3x+2y=—4; b {3x—y=—l.
3. Saserezolvein R inecuatia: a) 9(x—2)—3(2x+1)>5x; b) 42x-1)-33x+2)>0.
12-x

4. Fiefunctiile f, g: R—>R, f(x)= +1 g(x)=-2,5x+6.

6
a) Sa se afle zerourile functiilor f sig.

b) Sa se determine intervalele pe care f(x)2>0; f(x)<0; g(x)<0; g(x)>0.
¢) Sa se afle coordonatele punctului de intersectie a graficelor G, si G, .

d) Sa serezolve in R inecuatia f(x) < g(x).

J(x) =0,

e) Sa serezolve in R sistemul de inecuatii
g(x)>0.

MODULUL ~
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18",

unctii elementare. Ecuatii. Inecuatii

Sa serezolve in R ecuatia: a) (1-3x)(2,5x+6)=0; b) (3;x + IOIZ - 10;x)= 0.

Sa se rezolve prin trei metode problema:

a) 25 de muncitori au primit pentru o zi de lucru 6 500 lei. Unii sint platiti cu 200 lei pe zi, iar
ceilalti—de 1,5 ori mai mult. Citi muncitori au primit cite 200 lei?

b) Un bazin de 35,7 hl poate fi umplut de doua robinete in 7 ore. Debitul (pe ord) al unui robi-
net este cu 90 / mai mare decit al celuilalt. Care este debitul fiecarui robinet?

Sa se indice intr-un sistem de axe ortogonale multimea punctelor:

1) ale caror abscise satisfac inecuatia:  a) —3<x<2; b) —1<x<6;
2) ale caror ordonate satisfac inecuatia: a) —1<y<2; b) 3<y<s.
Sd serezolve in N ecuatia: a) P,_,- A’ =20P, ,; b) C2,+C2,+C!,=0.

Pentru care valori ale parametrului real a multimea solutiilor ecuatiei (a +1)x —8 =0 este:

a) S = {8} b) §={-2}; ) S=; (DS={%P
Sa se rezolve in R ecuatia, unde a este parametru real:
a) ax=x+2; b) (¢’ -Dx=2a’>+a-3; c) ax=a; d) 2ax—-1=x+3.
Fie functiile f, g:R >R, f(X)=2x+5, g(x)=1-2x

a) Sa se demonstreze c@ [ este strict crescatoare pe R, iar g — strict descrescatoare pe R.
b) Sa se determine valorile lui x pentru care graficul G, este situat mai sus decit graficul G,.

Pentru care valori ale parametrului real a sistemul de ecuatii

+3y=— ..
{ax 3y=-a are solutii

3x+ay=8
nenegative? 4

Sa se rezolve problema: a) cu ajutorul ecuatiei; b) prin compunerea unui sistem de ecuatii.

Distanta dintre doud statii este de 650 km. Un tren accelerat parcurge aceastd distantd cu
12 ore mai repede decit un marfar, deoarece viteza acestuia este cu 24 km/h mai mare decit a
marfarului. Sa se afle viteza fiecarui tren.

Sd serezolve in N inecuatia: a) C, >C; ; b) C52 > Cf.

Un aliaj din cupru si cositor cu masa de 12 kg contine 45% de cupru. Cite kilograme de cositor
trebuie de adaugat la acest aliaj pentru a obtine un aliaj ce contine 40% de cupru?

Avem doua categorii de otel: cu 5% de nichel si cu 40% de nichel. Ce cantitate de otel de fiecare
din aceste categorii trebuie sa luam, astfel incit, fiind retopite, sa obtinem 140 t de otel ce
contine 30% de nichel?

Sa se rezolve in R ecuatia, unde a este parametru real:

a) -2 3 b)a—2=

S5x—a ax—1’
Pentru care valori ale parametrului real a sistemul de ecuatii:

x+Q2a-1)y=2a
QRa+Dx+(a’ +2)y=2(a’+a+1)

3x+1
x+1°

a) este compatibil nedeterminat;  b) este compatibil determinat; ¢) este incompatibil?
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Functia de gradul Il. Ecuatii de gradul II.
Inecuatii de gradul Il

2.1. Functia de gradul II
I Definitie. Functia f: R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a,b, ce R, a#0, se numeste

MODULUL

functie de gradul II.

Functia de gradul II poseda urmatoarele proprietati:

1° D(f)=R.
2° Dacd A=5h’—4ac <0, atunci graficul nu intersecteazi axa Ox, iar daci A >0,
. —bx . . o N A <
atunci X , = b2+a«/X si graficul intersecteaza axa Ox intr-un punct sau in doua puncte.

3° Fie a>0. Daca A<O0, atunci f(x)>0 pentru xe R. Dacd A>0, atunci
f(x)>0 pentru xe (=0, x,)U(x,, +o) si f(x)<0 pentru xe (x,, x,), x, <x,.

Fie a<0. Dacd A<0, atunci f(x)<0 pentru xe R. Dacd A>0, atunci f(x)>0
pentru x€ (x,, x,) si f(x)<0 pentru xe€ (—, x,)U(x,, +o0), x, < x,.

4° Pentru h=0 functia este pard: f(—x)=a(—x)’ +c= f(x). In alte cazuri, ea nu
este nici para, nici impara.

5° Pentru a >0 functia f este strict crescatoare pe (—i, +o<>) si strict descresca-

toare pe (— iy ) Pentru a <0 functia f este strict descrescatoare pe (—%, +oo)

si strict crescatoare pe | — oo, _Z) (a se vedea modulul 5, teorema 2).

6° Functia f/ nu este periodica, fiindca este monotona pe un interval infinit (nemarginit).

" 2a 4a 2a
punct de maxim local (a se vedea modulul 5, §2)si y  =——.

7° Dacd a >0, atunci y,_ =f( b )z—A, iar dacd a<0, atunci x, __b este

4a
| 8° Functia f nu este bijectiva.
9° Graficul:
VA A>0 y A<O y A=0
a>0
\[2 /
o
X \O X, X
N0 , . ‘
“Za ol b X o b X
2a 2a
A>0 A<O A=0
<0 YA yu_£ y A_E
A O| 2a _ O| 2a _
" 4a Al X X
4a/\ /
1
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2.2. Ecuatii de gradul II cu o necunoscuta

Definitie. Ecuatia de tipul ax* +bx+c=0, a, b, ce R, a#0, se numeste ecuatie
de gradul II, iar a, b, c se numesc coeficientii ei.

Mentionam ca solutiile ecuatiei de gradul II sint abscisele punctelor de intersectie a
graficului functiei de gradul 11, asociate acestei ecuatii, cu axa Ox.

Existenta solutiilor reale ale ecuatiei de gradul II, precum si numarul lor depind de
semnul discriminantul A =b’ —4ac al acestei ecuatii.

1) Dacd A <0, ecuatia nu are solutii reale. Prin urmare, S=.

2) Daca A =0, multimea solutiilor contine un unic element: X = —%. Deci, S= {— %}

—b-+A

3) Daca A > 0, multimea solutiilor ecuatiei contine doud elemente: x, = 5
a

o= VA e s:{‘b‘*/x, ‘b+‘/z}
2a 2a

2 2a

Impartind ambii membri ai ecuatiei de gradul II ax® +bx+c=0, a, b, ce R, a#0,
la a, obtinem ecuatia de gradul I, forma redusi: xX* + px+q=0, p, qe R.

Teorema 1 (teorema lui Viéte)

Daca x,, X, sintsolutiile ecuatiei Daca x, X, sint solutiile ecuatiei
ax’ +bx+c=0, a0, (1) X’ + px+q=0, 3)
X +x, = b +
I R - A N T =D,
atunc a o) atunci { - 4
! c 2) XXy, =4
X X, =—.
a

Teorema 2 (reciproca teoremei lui Viéte)

Daca numerele reale X, x, verifica Dacd numerele reale X, x, verifica
relatiile (2), atunci X, x, sintsolutiile relatiile (4), atunci X, x, sintsolutiile
ecuatiei (1). ecuatiei (3).

2.3. Ecuatii de gradul II cu parametru

Fie F (X, a)=0 ecuatie de gradul II care contine necunoscutele X si a. Daca se pune
problema de a rezolva ecuatia cu necunoscuta X pentru fiecare valoare a lui a, atunci
F(x, a)=0 se numeste ecuatie de gradul Il cu necunoscuta x §i parametrul a.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R si sa se discute dupa parametrul &, ae R, ecuatia:

(a-1x*-2(2a-1)x+4a+3=0.



Rezolvare:

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii

1) Analizdm situatia cind coeficientul lui x* ia valoarea zero, deoarece in acest caz
ecuatia initiald se transforma intr-o ecuatie de gradul I. Avem a=1.
Pentru a=1 obtinem: —2x+7=0& x=35.

2) Pentru a #1 determinam valorile lui &, astfel incit discriminantul ecuatiei sé ia valoarea
~12a+16=0¢ a=1=.

zero: A=4(2a-1)° -4(a-1)(4a+3)=

3

Daca a> 1:—:;, atunci A < O si ecuatia nu are solutii reale.

Daca a<l%
(2a-1)++/4-3a
X = a-1 '

si a#1 atunci A>O0 si ecuatia are solutiile X, =

(2a-1)-+/4-3a
a-1 '

3

Raspuns: S={35 pentru a=1, S= pentru ae (11,+oo);

a-1

SZ{Za—1—¢4—3a 2a-1+/4-3a

S={5 pentru azlé.

a-1

} pentru ae (—, 1) U(ZL 1%);

2.4. Interpretarea geometrica a unor ecuatii de gradul 11

cu doua necunoscute

Geometric, multimea solutiilor
unei ecuatii cu doua necunoscute re-
prezinta o multime de puncte intr-un
plan dotat cu un sistem de axe orto-
gonale. Forma figurii respective de-
pinde de gradul ecuatiei si de struc-
tura ei. Cele mai simple ecuatii de
gradul II cu doud necunoscute si
figurile determinate de ele sint repre-
zentate in figura 7.2.

Cu ajutorul ecuatiilor acestor fi-
guri pot fi rezolvate diferite probleme.

2
%Probleme rezolvate

(x=a) +(y=b) =7’

YA

y=ax’+bx+c

p
N

Fig. 7.2

1. O portiune de drum se afld pe dreapta y =—4x+3. O portiune de cale feratd are

forma hiperbolei y = é Daca drumul va fi construit (prelungit) in continuare, va intersecta
X

el oare calea ferata?

Rezolvare:

Problema se reduce la determinarea punctelor de intersectie a dreptei si hiperbolei

o

MODULUL ~
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y=—4x+3, y=—4x+3,
ecuatii: y 3 Prin substitutia lui y in ecuatia a doua obtinem sistemul § Ay 43— 3
X x

Cum ecuatia a doua nu are solutii reale (Verificati!), rezulta ca si sistemul nu are solutii.

Deci, drumul prelungit rectiliniu nu va intersecta calea ferata.

2. Sa se determine raza si centrul cercului tangent la axele
de coordonate si la hiperbola y = 4 (fig. 7.3).
X
Rezolvare:
Din considerente de simetrie, este clar ca centrul cercului

se va afla pe dreapta de ecuatie y = x, deci coordonatele lui
vor fi (a, a). Aceasta dreapta intersecteaza hiperbola Tn punc-

y=x
tul A, ale carui coordonate sint solutie a sistemului: 4 Fig.7.3

X
Obtinem A (-2, -2), A(2, 2). Observam ca A (-2, —2) nu satisface conditia proble-

mei. Centrul C al cercului va satisface conditia: AC =a, deci \/ (a=2)+(a-2) =a,
|a|<2. Obtinem a =4 - 2+/2. Astfel, centrul cercului este C (4- 22, 4-242 ) siraza
luieste r =4 — Zﬁ.

2.5. Ecuatii ce contin necunoscuta in modul

Vom expune unele metode de rezolvare a ecuatiilor ce contin necunoscuta in modul.
1 Aplicarea definitiei modulului

Exemplu. |X-2|=5< l:x_2=_5<:>|:X:_3_

Raspuns: S={-3, 7}.

2! Folosirea relatiei | f (X)|=]g(x)| & f?*(x)=g*(x)

_ 2
Exemplu. |x+3|=]2x-1|& (x+3)’ =(2x-1)* & 3x*~10x-8=0& [X__§’
x=4,

Raspuns: S={—%,4}.

f (x)=g(x),

f(x)=-9(x).

X2 —X=4+2X |:x2—3x—4=0 I:x:—],
= =

3 Aplicarea relatiei | f (x)]|=]| g(X)|<:>[

Exemplu. |x*—x|=|4+2x| <
P I | I I |:X2—X=—4—2X X +X+4=0 X=4.

Raspuns: S={-1, 4}.

4 Utilizarea necunoscutei auxiliare

Exemplu. Si se rezolve in R ecuatia 2x*—|x|-1=0.

@
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Rezolvare: 3
3
DVA: x € R. Fie | X |=t, t>0. Deoarece x> =|X[’, obtinem ecuatia 282 —t—1=0,cu =5
a
. 1 ) o Ix]=1 x=1, g
solutiile t, =1, t, = —5 Revenim la necunoscuta X i obtinem: Ix|= 1< [X 1
Raspuns: S={-1, 1}.
5 Metoda intervalelor
Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia |2x—1|— 3| x+3|=2x.
Rezolvare:
1) Determinam DVA: xe R.
2) Aflam zerourile expresiilor din modul:
2Xx-1=0&< x,=0,5 X+3=0& x, =-3.
3) Zerourile obtinute divizeaza axa numerelor (in
caz general, DVA al ecuatiei initiale) in intervalele W >
(—e0; =3), [-3, 05), [0,5; +o): -3 0.5
== -t Ht+
4) Explicitaim modulele pe fiecare interval: 3 05 X

5) Rezolvam ecuatia pe fiecare interval, luind in consideratie rezultatul explicitarii
modulelor pe intervalul respectiv.
Astfel, examinam trei cazuri.
a) Pentru Xe (-0, -3) avem 2X—1<0, X+3<0. Deci, |2x-1|=—-(2x-1),
| X+ 3| =—(x+23) siobtinem:
—(2Xx=1)+3x+3)=2Xx= X+ 10=0 = x=10¢ (—oo, -3).
Asadar, X = 10 nu este solutie a ecuatiei initiale.

b) Pentru xe [—3,%) avem 2X— 1 <0, X+ 3 > 0 si obtinem:
8 1
—(2x—1)—3(x+3)=2X(:>—7x—8=0<:>x=—7e —3,5.

Prin urmare, x= -7 este o solutie a ecuatiei initiale.

c) Pentru xe [1, +oo) avem 2Xx—1>0, x+3>0 si obtinem:

2
2X—1-3x+3) =X x:—%e [%&w)-
Deci, x= —% nu este solutie a ecuatiei initiale.

6) Raspunsul reprezinta reuniunea multimilor solutiilor obtinute 1n fiecare caz.

Raspuns: S= {— %}
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6 Metoda grafici
Exemplu

Sa se afle valorile parametrului real a pentru care ecuatia
[x? —2x—3| = a are exact trei solutii reale.

Rezolvare:

Construim graficul functiei f(X)=|x*—2x—-3| (fig. 7.4).
Observam ca doar dreapta paralela cu axa Ox de ecuatie y = 4
are 3 puncte comune cu graficul construit.

Astfel, pentru a = 4 ecuatia initiald are exact trei solutii reale. Fig. 7.4

2.6. Inecuatii de gradul II cu o necunoscuta

Definitie. Inecuatiile de tipul ax’+bx+c>0, ax* +bx+c>0, ax’* +bx+c<0,
ax®* +bx+c<0, a,b,ce R, a# 0, se numesc inecuatii de gradul II cu o
necunoscuta.

Vom analiza doua metode de rezolvare a acestor inecuatii.

1/ Aplicarea studiului functiei

Fie functia f: R > R, f(X)=ax*+bx+c, a b, ce R, a# 0. In tabel sint prezentate
multimile solutiilor inecuatiei ax’+bx+c>0, a=0, in functie de semnul coeficientu-

lui asi al discriminantului A = b?—4ac, unde x, =

solutii ale ecuatiei ax® +bx+c=0, a#0.

Vaorile Multimea solutiilor inecuatiei Semnul functiei definite prin
luia | lui A ax’ +bx+c>0, a#0 f(x)=ax’+bx+c, a=0
YA

A>0 S= (=0, X)U(X,, +o0)

a>0|A=0 s=(—oo, _ﬂ)u(_%, +°o)

A<O S=(—o0, o)
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A>0 S=(x, X,)
a<0 |A=0 S=0
Y,
X
A<O S=U 3 B O_

Observatie. Multimea solutiilor inecuatiei ax’+bx+c>0, a#0, se obtine prin
reuniunea multimii solutiilor ecuatiei ax® +bx+c=0, a= 0, si multimii solutiilor inecu-
atiei ax” +bx+ ¢ > 0. De exemplu, multimea solutiilor inecuatiei ax® +bx + ¢ > 0 pentru
a>0,A>0este S=(—o0, X, ]U[X,, +0).

In mod analog obtinem multimile solutiilor celorlalte inecuatii de gradul II.

2| Metoda intervalelor

Vom explica aplicarea metodei intervalelor la rezolvarea in R a inecuatiei
xX? —7x+12<0.

Rezolvare:

DVA: xe R. Solutiile ecuatiei de gradul 11 x*-7x+12=0 sint x, =3, X, =4.
Descompunem expresia X° — 7X+12 in factori: X* — 7X+12= (X—3)(X—4). Prin urmare,
am obtinut inecuatia (X— 3)(X—4) <0, echivalenta cu cea initiala.

Aplicind metoda intervalelor, construim ,,curba semnelor”: "‘Avﬁi
3 4

Prin urmare, Xxe[3, 4].
Raspuns: S=[3, 4].

2.7. Inecuatii ce contin necunoscuta in modul
Vom examina unele metode de rezolvare a inecuatiilor ce contin necunoscuta in modul.

1! Inecuatia de tipul | f (X)|< g(X) este echivalenti in DVA cu inecuatia dubli

9002 19 909, st {1002 09

Exemplu
|3x-5|£ 4= -4<3x-5541<3x<9< Xe I:%, 3:|.

Similar pentru semnul ,,<”.

MODULUL ~
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2| Inecuatia de tipul | f (x)|= g(x) in DVA este echivalentd cu totalitatea

[f(x)2 9(x),

f(X) <-g(x).

Exemplu

|2-x|>3 [;: ii?s(:) [iiglc) xe (—oo, —U[5, +o0).

Similar pentru semnul ,,>”.

3 Utilizarea necunoscutei auxiliare

Exemplu

Sa se rezolve in R inecuatia (x—1)>—4|x—1|+ 3<0.

Rezolvare:

(x=1)%=|x-1|>. Fie |[x—1| =t, t > 0. Atunci obtinem inecuatia t?> — 4t +3<0, cu
solutiile te[1, 3], sau | <t<3.

Revenim la necunoscuta X si obtinem:

1<|x-1|<3e {} i_ﬂ ?3:

Rezolvam prima inecuatie a sistemului:
x-121 [x >2
x-1<-1 x<0

Pentru inecuatia a doua avem:
[x-1]<£3e -3<x-1<3o -2<x<4e xe[-2,4].

Asadar, solutiile sistemului, deci si ale inecuatiei initi-
ale, sint: xe [-2, 0JU[2, 4]. -2 4

Raspuns: S=[-2,0]U[2, 4].

|x—1|21<:>[ & X€ (o0, OlU[2, +o0).

VY

4 Metoda intervalelor. Algoritmul de aplicare a acestei metode este similar cu cel
aplicat la rezolvarea ecuatiilor ce contin necunoscuta in modul.

@ Exercitii gi probleme propuse

1. Saserezolve inecuatia:
a) X =5x+6>0;, b) 3X*—x+1<0; ¢) —2x*—x+4<0; d) 2x+7>2x* +8x+11.

2. Sase determine intervalele in care functia f: R — R ia valori pozitive (negative):

a) f(x)=3x> —4x+1; b) f(x)=—2x> —dx+ %; ¢) f(x)=x +3x.
3. Sase determine domeniul de definitie al functiei f: D - R:
a) f(x)=3—2x—x; b) f(X)=——2t

,/\/§x2—2;

Q) ()= +(1-3)x 3.

@
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4. Onavacosmica este lansata cu viteza initiala de 100 m/s. Dependen-
ta dintre distanta parcursa de nava si timp este (la etapa initiala)
descrisd de functia h(t) =100t —4,9t*. Ce distanti a parcurs nava
in primele 10 secunde?

5. Sa se determine lungimile laturilor unui dreptunghi de arie maxi-
ma, daca perimetrul lui este de 20 cm.

6. Sa se scrie ecuatia cercului de centru A(4, 5), tangent la dreapta
y=2x+3.

7. Saserezolvein R ecuatia:

a) |[x-8[=2 b) [3x+1|=-5;
¢) |X+2]|=|x-3|; d) 2|x-1|=|x-3|-]4-X]|;
e) | X*—5x+4|=2 ) [X(x=3)|=4.
8. Saserezolvein R inecuatia:
a) | x-2|<3 b) 5|2x+1|>-1 c) |-6(x+3)|> 4
d) x* -3|x|-4<0; e) | x|-|x-1|>20; ) |x=1]-|x-2|<6.
9. Si se determine punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f: R — R:
a) f(x)=|2x"-3x+1|; b) f(x)=2|x|>=3|x|+]1.

10. O minge aruncata in sus cu viteza initiala de 72 m/s se va afla peste ¢ secunde la inaltimea
h(t) =72t —4,9t* (de la suprafata pamintului).
a) Sa se afle naltimea la care se va afla mingea peste 5 s.
b) Peste cite secunde mingea va cadea pe pamint?

11. Sase determine domeniul de definitie al functiei f: D > R:

2) f(r)=—""2 b) f(x)=yx’—|x];

x2=5x+6"
) f() =X +x—I—x*; d) F()=— X —3x—4.

X+4

12. Sase rezolve prin metoda grafica si apoi sa se verifice analitic solutiile sistemului:
X2 — 4x— 6y = 20, X? —8x—4y =86, X2 +y? =36,
2) {xy=—8; b) {y2+5y—5x=0; ){x2+6y=36.
13. a) Sase scrie ecuatia cercului ce trece prin punctele 4(2, 0), B(5, 0) si este tangent la axa Oy.
b) Si se afle coordonatele punctelor de intersectie a parabolelor y=-2X*—X-6 i y=Xx"—2.
¢) Si se afle coordonatele punctelor de intersectie a hiperbolei yx =2 si cercului x* + y° =4.

14. Saserezolvein R ecuatia:

a) |[x—1|-3|x+4|=x b) || 2x+1|- 2x|=3|x+2]; 9

C) m= |3X—1|

15. Saserezolvein R inecuatia:
a) | X* —9x+18|+ x>5; b) [2x-3|>|x-5|-3|2-X|; ¢) [x=4|=|x+2];

d) ww; e) |2x* —x-1|<0; f) |1-3x|-| x> = x| > 0.
(x=1
16. Saserezolvein R si sd se discute dupa parametrul real a ecuatia:
a) | x—a|-2|x-4|=2; b) | x+2|+|3x-1|=a.
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o
3

. Si se determine valorile reale ale lui a, astfel incit inecuatia ax’ +(a—1)x—(a—2) >0 sinu
aiba nici o solutie in R.

18. Sise determine valorile parametrului real @ pentru care inecuatia (@—1)X* + (@+1)x—(a+1) >0

este verificata pentru orice Xe R.

19. Sise determine valorile reale ale lui a, astfel incit inecuatia x* — (4a +1)x + (a +2)(3a—1)>0

sa fie verificatd pentru orice x <0.
7a* +a-2

<7a -1 nu are solutii
x+a+l

20. Sa se afle valorile reale ale Iui a pentru care inecuatia x +
pozitive.

21%. Pentru functia f: (oo, —1] — (—oo, —2], f(X)=—X*—2Xx—3, si se determine 1.

22. Fie cercul x* + y* =9. Si se scrie ecuatia cercului care trece prin originea sistemului de axe
ortogonale, prin punctul A(1, 0) si este tangent la cercul initial.

23*. Sa se determine valorile parametrului real a pentru care multimea solutiilor sistemului de ine-
ax
<1
cuatil | X“ +4
6x* —48x* +96>0
24*. Pentru care valori ale parametrului real a orice solutie a inecuatiei x* —3x+2<0 este si
solutie a inecuatiei ax” —(3a+1)x+3<0?

este R.

Functia radical. Functia putere. Ecuatii irationale.
Inecuatii irationale

3.1. Functia radical

Definitie. Se numesc functii radical functiile f: R—>R, f(X)=2"+\]/;, si
g: R, -R,, g(xX)=%x, neN".

Exemple
f: R>R, f,(0)=%xsi f,; R, >R,, f,(X) =4, sint functii radical.

Proprietdtile principale ale functiei radical

f:R>R, f(x)=2"x g R, >R, g(x)=%/x

1° D(f)=R. 1° D(g)=R,.

2° Functia f are un unic zerou: x, =0. 2° Functia g are un unic zerou: X, =0.
Punctul de intersectie a graficului G Punctul de intersectie a graficului G
cu axa Oy este O(0, 0). cu axa Oy este O(0, 0).

3° f(X)>0 pentru Xxe (0, +o); 3° g(x)>0 pentru Xe (0, +<0);
f(x) <0 pentru xe (—oo, 0). functia g nu are valori negative.

4° Functia f este impara: 4° Functia g nu este nici pard, nici impara,

f(—x)=2Y—x =21 2Yx = (X). deoarece multimea D(g) nu este sime-
trica fata de O(0, 0).

®



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii

5° Functia f este strict crescatoare pe R | 5° Functia g este strict crescatoare pe R, .
(rezulta din proprietatea 7° a radicalilor).
6° Functia f nu este periodica, deoarece || 6° Functia g nu este periodica.
este strict monotona pe un interval infinit.
7° Functia f nuare extreme locale, fiindca | 7° Functia g nu are extreme locale.
este strict monotona pe un interval infinit.

8° Functia f este bijectiva. 8° Functia g este bijectiva.
9° Functia f este inversabila. Inversa ei || 9° Functia geste inversabila. Inversa ei este

este fER—-R, f*(x)=x"" g R, >R, g (x)=x>".
10° Graficele functiilor radical f i g sint reprezentate in figura 7.5.

Y y
MO ) ¢ :
f: Ro>R, f(x)=""Vx, neN’ 9:R, >R, g(x)="%x, neN'
Fig.7.5

3.2. Functia putere cu exponent real

Definitie. Functia f: R, >R}, f(x)=x“, aeR"\{l}, se numeste functie
putere cu exponent real.

Proprietatile principale ale functiei putere
1° Domeniul de definitie al functiei f este R, fiindcd puterea cu exponent real se
examineaza numai pentru o baza pozitiva.

2° Din proprietatile puterii se obtine cd functia f este strict crescatoare daca o >0, iar
dacd o <0, atunci f este strict descrescitoare pe R’.

3° Evident, functia f nu este nici para, nici impara.

4° Din cauza monotoniei pe D(f), f nu este periodica, nu are extreme locale.

5° In functie de valoarea exponentului, graficul functiei putere poate avea una din formele
reprezentate in figura 7.6.

a) b) ) 5,

<0 di >0

_—

0] x BT X 0] X
Fig. 7.6
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii
1
Observatie. Functiile determinate de formulele f(X)=Xx" si g(X)= %/X, unde n este

numar natural impar, sint diferite, deoarece sint diferite domeniile lor de definitie:

D(f)=R, iar D(g)=R.

@ Exercitii si probleme propuse

1. Sase determine domeniul de definitie al functiei f:D — R:
a) f(X)=+x-3; b) f(x)=3x+3.

2. Sdse traseze graficele functiilor:

a) :R—>R, f(x)=x" b) f:R>R, f(x)=¥x.
3. Sa se studieze paritatea functiei f: R > R:
a) f(x)=x* b) f(x)=x".

©

4. Sa se determine suma si produsul functiilor f, g: D > R:
a) f()=x* g(x)=x; b) f(x) =%, g(x)=4x.

5. Sase determine domeniul de definitie si multimea valorilor functiei f: D - R:
a) f(x)=+2x-x*; b) f(X)=v1-x; ) f(x) = /Xz’i4.

6. Folosind definitia monotoniei, sd se determine intervalele de monotonie ale functiei f: D - R:

a) f(X)=x*+2 b) f(X)=(x+2)% 9) f(x)=x%+4; d) f(x)=(x+4)%

7. Sase arate cd functia f: D — E este inversabila si sd se determine inversa ei:
@) R R, f()=x b LR SR, f()=vax o ER-R, f()=37.

8*. Sa se determine suma, produsul si compusa f o g ale functiilor f, g: R > R:

a) f(x)=3/x, g(x)=x; b) f(X)=x, g(x)=%/x.

3.3. Ecuatii irationale

Problemi. Un fermier are doud loturi separate de pamint de forma patrati. Aria
unuia este cu 32 de ari mai mica decit aria celuilalt. Sa se afle aria fiecarui lot, daca se stie
ca pentru a le ingradi complet fermierul a folosit un gard de 320 m lungime.

Rezolvare:

Fie X m? aria primului lot. Atunci (X — 3200) m? este aria lotului al doilea. Conform
conditiei problemei, obtinem ecuatia A + 4x—3200 =320. Aceasti ecuatie este
irationald.

Vom numi ecuatie irationald o ecuatie in care necunoscuta apare sub radical sau in
baza puterii cu exponent rational.
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3 1
De exemplu, ecuatiile x—x+1=2, x? +4x? +3=0 sint ecuatii irationale.
Mentionam ca la rezolvarea ecuatiilor irationale, in urma efectudrii unor transformari,
pot sa apara solutii straine. Aparitia lor poate fi cauzata de faptul ca, de exemplu, pentru

: C Ky = g2 f(x)=9(x),
orice ke N', f¥(X)=g7(x) <:>|:f(x) —Zg(x).
De aceea, pentru ecuatia data f (X) = g(X) putem obtine si solutii straine, anume solutiile
ecuatiei f(X)=-g(x).
Asadar, in urma ridicarii ambilor membri ai ecuatiei f(X)=g(X) la o putere naturala
pard putem obtine solutii straine.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia Ja—x=-x-2.

Rezolvare:

Ridicind la pétrat, obtinem 4— X= X* + 4x+4 & x° +5x=0. Deci, X, =5, X, =0.

Prin verificare 1n ecuatia initiala, ne convingem cé —5 este o solutie, iar 0 nu este solutie
a acestei ecuatii, fiind solutie a ecuatiei Va—x=x+2.

Mentiondm ca dacd ambii membri ai ecuatiei f(X)=g(x) iau valori de acelasi
semn pentru fiecare Xe DVA, atunci pentru orice ne N ecuatiile f(X)=9(x) si

(f(X))"=(g(x))" sint echivalente in DVA.
La rezolvarea ecuatiilor irationale vom tine cont de

Teorema 3. Pentru orice ne N, ecuatia %) f (X) = g(X) este echivalenti cu siste-

_ 2n
| {;(())(()) ;c()g(X)) * iar ecuatia 2"§f f (X) = g(X) este echivalentd cu ecuatia

f(x)=(9(x)*"".

Exercitiu. Demonstrati teorema 3.

Z
%Exercitiu rezolvat

Si se rezolve in R ecuatia v1—Xx* = x+1.

Rezolvare:
x=>-1
5 Xx+1>0 X=-1
1-xX" =x+1le ) , &9 Xx=-1
1-x*=(x+1) x=0 x=0.

Raspuns: S={-1, C}.

Mentionam ca ecuatiile f(X)=g(x) si f(X)=—g(x) au acelasi DVA. De aceea,
rezolvind o ecuatie prin metoda ridicarii ambilor membri la o putere naturald para, este
necesar de a verifica daca solutiile ecuatiei obtinute apartin DVA al ecuatiei initiale.

Solutii strdine pot aparea de asemenea in urma efectudrii unor substitutii.

MODULUL ~
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Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia Yx+1+38x+1=3x-1 (5).

Rezolvare:

Ridicam ambii membri ai ecuatiei (5) la cub si obtinem ecuatia
/(x+1)(3x+1) (x+1+3/3x+1) =—(x+1) (6), echivalenti cu cea initiala.

Tinind cont de ecuatia (5), inlocuim expresia din paranteze cu ¥X—1 si obtinem
%/(X +D(Xx-D(3x+1) =—(x+1) (7). Ridicam la cub ambii membri ai ecuatiei (7) si obtinem
ecuatia (X+1)(3x+12)(x—1) +(x+1)°>=0, cusolutiile X, =-1, x,=0.

Prin verificare in ecuatia initiald, ne convingem ca —1 este o solutie, iar 0 nu este solutie
a acestei ecuatii.

Raspuns: S={-1.

Ridicind ambii membri ai ecuatiei (5) la cub, am obtinut ecuatia (6), echivalenta cu cea

data. Substitutia expresiei x+1+3/3x+1 cu /x—1 acondus insi la aparitia unei solutii
straine.

Observatie. Verificarea solutiilor este un lucru necesar la rezolvarea ecuatiilor
irationale, in afara de cazul in care toate ecuatiile obtinute in procesul rezolvarii sint
echivalente in DVA al ecuatiei initiale.

O metodi generala de rezolvare a ecuatiilor irationale constd in transformarea lor in
ecuatii (sisteme ce contin atit ecuatii, cit i inecuatii) fara radicali, echivalente cu ecuatia
irationald data. In urma aplicarii acestei metode, verificarea nu este obligatorie.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia +/2X+3=X.

Rezolvare: 0
X2
> >
\/2x+3:x4:>{x_0 @{X_O [x:—lc»x:&

_y2 2 _a_ S
2X+3=X X°—2x-3=0 x=3

Raspuns: S={3}.

Uneori aceastd metoda complica procesul de rezolvare, de aceea in astfel de cazuri se
folosesc alte metode (se aplicd teorema 3 sau metodele descrise mai jos).

Daca determinarea DVA sau a conditiei g(X) = 0 este mai dificila decit insasi rezolvarea
ecuatiei date, nu vom determina DVA si nu vom rezolva inecuatia g(X) >0, ci doar vom
verifica daca solutiile obtinute verifica aceste conditii.

Uneori insa cu determinarea DVA se incheie rezolvarea ecuatiei date.
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2
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia x+2-x=x-3.

Rezolvare:

X3,

x>0
-do2_x>
DVA: {2 x_Oci{XSZ

x—3>0

Acest sistem de inecuatii nu are solutii, deci ecuatia initiala

nu are solutii.

Raspuns: S=O.

Vom examina unele metode frecvent aplicate la rezolvarea ecuatiilor irationale.
1’ Metoda ridicarii ambilor membri ai ecuatiei la aceeasi putere naturali
Metoda aceasta se aplica, de regula, la rezolvarea ecuatiilor de tipul

NE) =g(x); /() £5/g(x) = h(x); §f(x) £5/a(x) =4/h(x), ke N, k>2,

Deja am aplicat aceastd metoda la rezolvarea ecuatiei v2X+3 =X (a se vedea

pagina 124).
Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia x+1++/3x+1=8.
Rezolvare:

< X+1=0
Aflam DVA: {3X+12 0 & Xe [—%, +c>o).
Separim un radical si prin ridicare la patrat obtinem (v/X+1)*=(8—+/3x+1)* &
& X+32=8y3x+1. Ridicam la patrat ambii membri ai ultimei ecuatii si obtinem ecuatia
x* —128x+960 =0, cu solutiile x, =8, x, =120.

Efectuam verificarea, deoarece transformarile n-au fost echivalente. Valorile
X, X, € DVA. Deci, ambele valori pot fi solutii ale ecuatiei initiale. Prin verificare in

ecuatia initiald, ne convingem ca 8 este o solutie, iar 120 nu este solutie a ecuatiei initiale.

Raspuns: S={8}.

2| Rezolvarea ecuatiilor de tipul f(x)%/g(x) =0, ke N’

g(x)20;
Aceastd ecuatie este echivalenta In DVA cu sistemul [f (x) =0,

9(x)=0.
Exemplu

Si se rezolve in R ecuatia (X* —4x+3)v4—x* =0.

Rezolvare:
4— X2 2 0 X= —2’

(X* —4x+3)V/4-x* =0 |:x2—4x+3:0<:> x=1 Raspuns: S={-2,1,2}.

4-x>=0 X=2
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3 Metoda utilizirii necunoscutelor auxiliare

a) Utilizarea unei necunoscute auxiliare

Uneori, prin utilizarea unei necunoscute auxiliare, ecuatiile irationale se reduc la ecuatii
fara radicali.

Exemplu
Sé se rezolve in R ecuatia 3x* +15X+ 24/ X> +5x+1=2.
Rezolvare:

DVA: x*+5x+1=>0.
In DVA, 3x* +15x+ 2 x* +5x+1=2 & 3(X* +5x+1) + 24/x* +5x+1-5=0.

Fie /% +5x+1=t>0. Obtinem ecuatia 3* + 2t ~5=0, cu solutiile t, =1 t, = —g.
Deoarece t, = _5 <0, rezolvim numai ecuatia +/X*+5x+1=1, care are solutiile

3
X =0, X, =-5.

Cum transformarile efectuate sint echivalente, verificarea nu este necesara.
Raspuns: S={-5, 0}.

b) Utilizarea a doud necunoscute auxiliare

Pentru a rezolva unele ecuatii irationale, e mai convenabil de a utiliza doud necunoscute
auxiliare. Acest procedeu permite de a reduce ecuatia irationald la un sistem de ecuatii
fara radicali.

Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia 477+ x+4/20-x =5,
Rezolvare:
77+x=0
DVA: {20_ x>0 & X€ [-77, 20].

(8). Atunci ecuatia initiala se transforma in u+v=>5.

Fie Y77+ x =u,
4/20-x=v.

Pentru a obtine Inca o ecuatie cu necunoscutele U si V, ridicdm la puterea a patra membrii

.4
;gti:séﬁ deunde u* +v* =97.

. . .. Ju+v=5,
Astfel, am obtinut sistemul de ecuatii § , ,
’ Ut +Vv =97

. .. =2
ut+v* = +Vv?)? - 2u°v* =[(u+Vv)* - 2uv]® — 2u®v?, obtinem solutiile {\lj_ sau

ecuatiilor sistemului (8). Obtinem sistemul {
Aplicind transformarile

=3
u=3 . .
" (Vi !
{v=2. (Verificati!)

Deci, pentru a determina solutiile ecuatiei initiale, vom rezolva totalitatea de sisteme:

V77T+x=2, J77+x=3,
Y20-x=3; Y20-x=2.
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Primul sistem are solutia —61, iar sistemul al doilea — solutia 4.
Prin verificare, stabilim ca ambele valori sint solutii ale ecuatiei initiale.

Raspuns: S={-61, 4}.

Observatie. Aceastd metoda poate fi aplicata la rezolvarea ecuatiilor care contin doi
radicali.

4! Rezolvarea ecuatiilor de tipul **Yf (x)=g(x), ke N’

2k+1
b

Aceasta ecuatie (conform teoremei 3) este echivalenta cu ecuatia f(x)=(g(x))
pentru orice ke N,

Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia I/ X° +X* +x-12=x.
Rezolvare:

U+ +x-12=x= X +X*+x-12=X’ & X* +Xx-12=0, de unde x, =—4, X, =3.
Raspuns: S={-4, 3.

5 Metode speciale de rezolvare a ecuatiilor irationale

a) Metoda inmultirii ecuatiei cu conjugata expresiei ce reprezintid unul dintre
membrii ecuatiei
Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia \/x2 —3x+3 +\/x2 -3x+6=3 (9).

Rezolvare:
Inmultind ecuatia (9) cu expresia ¢(X) = VX =3x+3—/X* —3x+86, obtinem
X* —3x+3— X2 +3x—6=3(/x2 —3x+3-/x> —3x+6) &
X =3x+3—x2 —3x+6=—1. (10)

Adunind ecuatiile (9) si (10), obtinem +x*—3x+3=1. Astfel, X’ -3x+3=1<
& X —=3x+2=0, deunde x, =1, X, =2.

Substituind valorile 1, 2 in ecuatia initiald, ne convingem ca ambele sint solutii ale acesteia.

Raspuns: S={1, 2}.
I Observatie. Aceasta metoda se aplica, de regula, la rezolvarea ecuatiilor irationale de

tipul 7/ f () £4/9(x) =h(x).

b) Metoda completirii patratului (cubului etc.) sumei sau diferentei sub radical

Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia \/X+ 24 x-1 +\/X—2\/X—l =x-1
Rezolvare:

DVA: x—1>0¢ Xe [, +0), deoarece X+ 2yX—1=(vx-1+1)?

X—24/X=1=(/x-1-1)>.
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Efectuind transformari echivalente in DVA, obtinem:

\/x+ 24x-1 +\/x— 2Ux-1=x-1& \/(\/x—l+1)2 +\/(\/x—1—1)2 =x-1&
|[vVX=14+1|+|vVX-1-1]|=Xx-1=VX-1+1+|Vx-1-1|=x-1

Substituind vX—1=t, t>0, in ecuatia dati, obtinem ecuatia t +1+ |t —1| =t

Rezolvind ultima ecuatie prin metodele cunoscute (tinind cont de substitutia
VX=1=t, t=0, si de DVA), obtinem ca solutia ecuatiei initiale este Xx=>5.

Raspuns: S={5}.

Observatie. Deseori ecuatia irationala poate fi rezolvata prin mai multe metode.
Experienta va va ajuta sa alegeti metoda cea mai eficienta pentru ecuatia data.

@ Exercitii gi probleme propuse

@
1. Saserezolvein R ecuatia:
a) Vx+1=x-5; b) VX—1—x=-T7; ) VX+1=2x+1
d) VX*=3x+4-x=2 e) V17+2x—3x" = x+1; ) VX +2x+10 =2x-1.
2. Saserezolvein R ecuatia:
a) (1- X*)/2x-5=0; b) (3% —x—2)y1-4x =0;
c) 1-3x)Vx*—2x+1=0; d) (x* —=5x+6)y2x* —x-3=0.

3. Sa se completeze cu un numar real, apoi sa se rezolve ecuatia obtinuta:

a) /1-2x = -X+1 b) -X+2=1-3x; c) 4/0,5x— =X+2.

2
4. Sise determine valoarea de adevir a propozitiei Vx> =1 x° =1.

5. Saserezolve in R ecuatia:
a) VX=x+1L  b)Yx+3=x-1 ) /5-x+/x-6=x  d)V2x+5-/3x-5=2;

e) corespunzatoare problemei de la inceputul secventei 3.3 si sd se raspunda la intrebarea

problemei.

6. Saserezolvein R ecuatia:
a) VoX—1—/3x—2=+/x-1; b) VX+6 =/x+7 ++/2x-5;
) ¥x-5=x+1; d) /2-x=1-/x-1

7. Saserezolve in R ecuatia:
a) (X*-DVX* —7x+12 =0; b) (2x* —x—1)Vx* -64 =0.

8. Utilizind o necunoscuta auxiliara, sd se rezolve in R ecuatia:

51
a) X2 +VX2+2x+8=12-2x;  b) X-5/x+6=0; c) X2 —2x2 +1=0;
d) VX=5-+4/9-x=1; e) ¥x+3x-16=%x-8.
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Prin metoda inmultirii cu conjugata unei expresii, sa se rezolve in R ecuatia:

a) VX2 —2x—4+/x2 +3x-1=4; b) VX +9 X -7=2.
Utilizind doua necunoscute auxiliare, si se rezolve in R ecuatia:
a) 2X—-1+/x+3=2 b) ¥12-x+¥14+x =2, ¢) ¥x+24+12-x=6.

Aplicind o metoda cit mai eficienta, sa se rezolve in R ecuatia:

a) VX+3+ X+ 4=1x+2+x+7; b)W+ 20_X=\/6;

X

c) \/x+ 2Jx-1 —\/x— 2NX=1=2, d) \/x+3—4\/x—1 +\/x+8—6\/x—1 =1
e) %/9—\/x+1 +§/7+\/x+1 =4 £) (X+4)(x+1) —3Vx* +5x+ 2 =6.
Sé se rezolve in R ecuatia:
4 1

a) (x+1)? +8/(x-1) =4-¥x* -1 b) . =2

,\/ \/ o X+UX2+X  x=4x*+x X
Sa se compuna o ecuatie irationald care:
a) nu are solutii; b) are o unica solutie; c) are doua solutii;
d) are multimea solutiilor intervalul de tipul [a, b];
e) are multimea solutiilor intervalul de tipul (@, +e0) (sau (—eo, &)).

3

Sa se compuna o ecuatie irationala ale carei solutii sint numerele 4 si —1.

Sa se rezolve in R si sé se discute dupa parametrul @, a€ R, ecuatia:

a) 3/(a+x)? +4-3/(a-x)? =5-3/a> - x; b) Vx+a=a-+/x.

3.4. Inecuatii irationale

Problema. Sa se rezolve in R inecuatia X—3«/§ -4<0.
Aceasta inecuatie este irationala.

Vom numi inecuatie irationald o inecuatie in care necunoscuta apare sub radical sau

in baza puterii cu exponent rational.

2 1
De exemplu, inecuatiile X* —Xx? —22=0, X +/x+1<1sint inecuatii irationale.
Inecuatiile irationale se rezolva aplicind procedee si metode similare cu cele folosite la

rezolvarea ecuatiilor irationale.

Observatie. In procesul rezolvarii inecuatiilor irationale vom efectua transformari
echivalente, luind in consideratie urmatoarele afirmatii:

1» Daca n este un numar natural impar, atunci inecuatiile f(X)<g(x) si
(f(x)" <(g(x))" sint echivalente.

1> Daca functiile f si g sint nenegative intr-o multime M, iar n este un numar natural,
atunci inecuatiile f(X)<g(X) si (f(X))" <(9(X))" sint echivalente in multimea M.
m» Daca functiile f si g sint negative intr-o multime M, iar n este un numar natural
par, atunci inecuatiile f(X)<g(x) si (f(x))" >(g(X))" sint echivalente in mul-

timea M.

MODULUL ~



MODULUL '

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii
Expunem metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuatii irationale.
1 Inecuatii irationale de tipul 4/ f (X) < g(x)

In baza proprietatilor radicalilor si ale inecuatiilor,

9(x) >0,
V) <g(X) < ()20,
f(X) < g*(X).

2 Inecuatii irationale de tipul ,/ f (x) > g(x)

Aplicind proprietatile radicalilor si ale inecuatiilor, obtinem:

{fos0  [lam<a
R

Vi >gWe| gz o g((:));o,,
Ig;ic;z(x) {f(x)>92(><)-

Observatie. Din sistemul al doilea a fost exclusa inecuatia f(X) >0, deoarece ea
rezultd din inecuatia a treia a acestui sistem.

Exemplu
Sa se rezolve in R inecuatia v3x+1> 2x.

Rezolvare:

{2x<0 L
3x+1>0 _=
T o XE[ 3’0)<:>XG[—1 1).

2x=0 3’
{3x+1> s Lx<l0D

VX+1>2X &

Raspuns: Sz[—%, 1).
3 Inecuatii irationale de tipul +/ f (x) < g(x)
g(x) =0,
In baza proprietatilor radicalilor si ale inecuatiilor, 4/ f (X) < g(X) & { f(X) =0,
f(X) < g*(X).
Exemplu

Sa se rezolve in R inecuatia 4/1— X2 < \/§x.

Rezolvare:
\/§x2 0 1
VI-x? <3x = 11-x2>0 @xe[—,l].

1-x?<3x2 2

)

N -

Raspuns: S =|:

®
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Observatie. Inunele cazuri este mai eficient sa folosim totalitatea mixta

V) =9(%),

echivalenta cu inecuatia initiala.
V() <g(®),

4 Inecuatii irationale de tipul / f (x) 2 g(x)

In baza proprietatilor radicalilor si ale inecuatiilor,

[[f(x)=0
{g(x)<0 {f((f))fg
[f0zgWe|[f20 o g(x)zo’
?(();))i(;z(x) {f(X)ZQZ(X)-

{\/ f(x) = g(x),
JE) > g(),

La rezolvarea inecuatiilor irationale vom aplica aceleasi metode ca si la rezolvarea
ecuatiilor irationale: ridicarea inecuatiei la o putere naturala, utilizarea necunoscutelor auxi-
liare, completarea patratului (cubului) sumei sau diferentei sub semnul radicalului etc.

Observatie. Uneori este mai eficient sa utilizim totalitatea mixta
echivalenta cu inecuatia initiala.

Exemple
@ Sa se rezolve in R inecuatia V2X+1—+Xx-221.
Rezolvare:

DVA: X€ [2, +e0). Inecuatia initiald este echivalentd cu inecuatia +2X+1>1++/X—2.
Ambii membri ai acestei inecuatii sint nenegativi in DVA, deci ridicam la patrat si obtinem
inecuatia echivalentd 2vx—2 <X+ 2.

X—220 {XZZ

JXx—2< >
2NX-2<X+2 1x+220 W2 41250

4(x—-2) < (x+2)?

& XE[2, +00).

Luind in consideratie DVA, obtinem solutiile X€ [2, +e2) ale inecuatiei initiale.
Raspuns: S=[2, +o0).

@ Sa se rezolve in R inecuatia \/X+ 2-4x-2 —\/x+7—6m >-1.

Rezolvare:

DVA: X€[2, +<0). Fie mzt, t>0, atunci Xx=t*+ 2. Obtinem:
V22—t +4-t?—6t+9>-1 [t—2|—|t—-3|>-1.

Inecuatia [t—2|—|t—3|>—1 este echivalenta cu totalitatea sistemelor

t< 2, 2<t< 3, t>3,
-t-2+t-3)>-1 |t-2+(t-3)>-1 |t-2-(t-3)>-1.
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Primul sistem nu are solutii. Sistemul al doilea are solutiile te (2, 3), iar sistemul al
treilea are solutiile te [3, +<o).
VX=2>2,

X2 2.
Solutiile acestui sistem, deci si ale inecuatiei initiale, sint X (6, +eo).
Raspuns: S=(6, +<0).

Revenind la necunoscuta x si la DVA, obtinem sistemul {

@ Exercitii si probleme propuse

©

Sa se rezolve in R inecuatia:

1. a) J/2x+3>1; b) V1-x<2; ¢) VX*=3x<-3;
d) ¢ —3x+2>-5 0) ii*zi <1 fxr2>-2.
2. a) v2x+10>3x-5; b) VX' —4x<x-3; c) VX* —5x+6 > Xx+4
d) J(X=4)(x+1) <3(x+1); e) x*—2x > x; ) Y1+ x* <2+ x
2 /
3. a) w20; b) ()(_21)7)(_820; ) (x> =3x)1-x<0.
VX2 -9 X’ —16
4. a) VX+3<2+/x—-4; b) §/1+\/§+§/1—\/§>2;
c) (Xx—4)Vx* -3<x*-16; d) Vx+3+/x-2<2x+4.
2
5. a) V5—-20x—X >1 b) \/2x+1<2; 0) 1 < 1 _
X 2—-X J2+x 1-X
6. a) V1-2x+ x> —yax’ —4x+1<2, b) 2+ X—3VX* —6X+9 > X%
) [t—1|+Ot* +6t+1<2t; d) |1-¥/x-2|-]Ax+1-3|<2
7. a) X+ +11>3L  b) 21><_+X1_1/21X+x12%; ¢) VX —3x+523x+7— X.

8”. Sa se rezolve in R si sd se discute dupa parametrul 8, a€ R, inecuatia:
a) X+4a>5yax; b) Va+/x +Va—x <v2; c) V1-x® 22x+a.
9. Sa se completeze cu un numar real, apoi sa se rezolve in R inecuatia obtinuta:

a) 4/ X+42=2X b)  X* =3x—-4< X+ 0) V3 —X—2>+/3-x+

10. Sa se rezolve inecuatia propusd la inceputul secventei 3.4.

11. Sase compuna o inecuatie irationala care in R:
a) are o unica solutie; b) are doua solutii;
¢) nu are nici o solutie; d) are ca multime a solutiilor un interval de tipul (a, b).
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3.5. Sisteme, totalitati de ecuatii irationale

Larezolvarea sistemelor (totalitatilor) de ecuatii irationale vom aplica atit metode generale
de rezolvare a sistemelor algebrice (metoda substitutiei, metoda reducerii, metoda utilizarii
necunoscutelor auxiliare etc.), cit si metode specifice de rezolvare a ecuatiilor irationale.

Sa analizdm citeva exemple de sisteme si totalitdti de ecuatii irationale.

Z
Exercitii rezolvate

VX=1+,y+7

1. Sa se rezolve in R x R sistemul {

=1
Rezolvare:
Xx—=1=0, . . TR
DVA: y+720 Substituim X = 1 + y in prima ecuatie si obtinem ecuatia irationala

\/; +./Y+7 =3, cusolutia y=%. (Verificati!) Atunci X = %

Verificare. Perechea (1—90, %) apartine DVA. Substituind aceste valori in sistemul

- . < 10 1 . . .
initial, ne convingem ca perechea | —, = | este o solutie a sistemului dat.

9 9)
o el](10 1
Raspuns: S—{(g , 9]}
ﬂX 4X+

2. Sa se rezolve in R x R sistemul
VX —y? =121

Rezolvare:
X—y=0,
DVA: {X+Y=0, Observim ci in DVA /X’ —Yy? =/X=Y-y/X+VY si aplicim
x> —y?>0.
metoda utilizarii necunoscutelor auxiliare.
{u —v=10,
. |4/x—y=u, . u-v=10 uv=11
> > :
Fie {{/Fy:v, u>0, v>0. Obtinem {(u.v)z _121© U_v=10,
uv=-11.

Luind in consideratie ca u=0, v>0, obtinemu=11,v=1.

Deci, rezolvarea sistemului initial se reduce la rezolvarea sistemului de ecuatii irationale

simple: 4X—y=11@ X—y=14641 x=7321,
P\ exry =1 x+y=1 y =-7320.

Cum toate transformarile sint echivalente, verificarea este de prisos.

Raspuns: S= {(7321, —7320)}.

MODULUL~



MODULUL ‘

Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii

3. Sd se rezolve in R ecuatia X*-4/2X* —1—2X= X" — 2Xy/2X* —1.

Rezolvare:

DVA: 2x* —1>0. Aplicim metoda descompunerii in factori si scriem ecuatia initiald
sub forma (+/2x* —1-1)(x* + 2x) = 0. Rezolvarea acestei ecuatii se reduce la rezolvarea,
V2x*-1-1=0,

x* +2x=0.
Prima ecuatie are solutiile X, =—1, X, =1, iar ecuatia a doua are solutiile x, =0,

X, =—2. Luind in consideratie DVA, constatam ca numai valorile —1, 1, -2 sint solutii ale
ecuatiei initiale.

Raspuns: S={-2,-11.

in DVA, a totalitatii |:

&> Exercitii si probleme propuse

©

1. Saserezolve in R x R sistemul de ecuatii:

2/x-\Jy=3, Ix+4y=2, J2x+y+1=/x+y+1,
Y {3&+2\/§=l' 2 { ; C){C">x+2y=4;

0 \g—z\/gu:o, 0 {?*3?’:4’ {4(f+\f) 6%y =0

2x+y=5 X+y=5

2. Saserezolve in R x R sistemul de ecuatii:
X+ y+4/xy =14, Ux—3ly=3 X,y + Y/ =6,
a) b)
X%+ y? + xy=84; \/7+§/7\/7 3 X’y + y?x = 20.
3. Saserezolve in R totalitatea de ecuatii:

Y J3X+ 7 —x+1=2, b [x2+\/x2—16=18,
V3X+ 4 +/x—4=2x; X2 —9)vVx+1=0.

4. Saserezolve in R ecuatia:
X
a) i— 2J/x+1=3Jx; b) #/x-1-vx=1)(x* —=16x+2—-x+1) =0.
5. Sa se compuna un sistem de ecuatii irationale care:
a)are o unica solutie; b)are doud solutii; c)nuarenici osolutie; d) are o infinitate de solutii.
6. Sase compuna un sistem de ecuatii irationale a carui solutie sa fie perechea de numere (-2, 0).

7. Sa se compuna o ecuatie irationald a carei rezolvare sa se reduca la rezolvarea unei totalitati de
ecuatii irationale.

8*. S se rezolve in R si sd se discute dupa parametrul @, a€ R, sistemul de ecuatii:

{f+f 4a, b) {x:a+ Y, o {x2+xy+y2:a2,

X—y=8a% X2+ 2x—y? —4y-3=0; X+ xy+y=a

®
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3.6. Sisteme, totalititi de inecuatii irationale cu o necunoscuta

Ideea principala la rezolvarea sistemelor i totalitatilor de inecuatii irationale consta n
reducerea la rezolvarea sistemelor (totalitatilor) de inecuatii fara radicali.

Sisteme de inecuatii irationale
Sa examinam citeva exemple de rezol-
vare a sistemelor de inecuatii irationale.

Exemple

@1 Sa se rezolve in R sistemul de ine-

cuatii { x+1>1,
V3X—2 <X

Rezolvare:

Acest sistem este echivalent cu urma-
torul sistem de inecuatii algebrice:

X+1>1

x>0 o xz%,
gi_gigz x* —3x+2>0.

(Verificati!)

Rezolvind ultimul sistem, obtinem so-
lutiile Xe [%, 1)U (2, +o0), care sint si so-

lutiile sistemului initial.
Rdspuns: S= [%, 1)U (2, +o0).

# Sa se rezolve in R sistemul de ine-

X2 —4+24x*-1<0,

cuatii
; x-1
= =>
BX+DJ2_X_O.

Rezolvare:
x*-1>0

DVA: x_1>0 Rezolvind acest
2-x

sistem, obtinem DVA al sistemului initial:

xe[4, 2).

Totalitati de inecuatii irationale

Sa examinam citeva exemple de rezol-
vare a totalitatilor de inecuatii irationale.

Exemple

@1 Sa se rezolve in R totalitatea de ine-

X— /X +3<0,
J3X+1>x+1

Rezolvare:

cuatii

Rezolvam prima inecuatie.
DVA: Xe [0, +o0).
Notim +x =1, 10,
si obtinem inecuatia al-
gebricd t* —4t+3<0,
cusolutiile te [1, 3],
sau 1<t <3.

Revenind la necunoscuta X, obtinem
1< \/; <3 1< x<9. Luind in considera-
tie DVA al primei inecuatii, obtinem solutiile
xe[L 9] (13).

Inecuatia a doua este echivalentd cu
totalitatea de sisteme de inecuatii algebrice:

Xx+1<0, |x+1=0,
{3x+120;{3x+12(x+1)2

Primul sistem nu are solutii. (Verificati!)
Rezolvam sistemul al doilea:
X+1>0
{X@_Xsoczxeﬁlﬂ (14).

o
-1

=<V =Y

0 1

Reuniunea multimilor solutiilor inecu-
atiilor totalitatii initiale, adica reuniunea

MODULUL ~
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Rezolvam in DVA prima inecuatie a
sistemului initial.

Notim +/x*-1=t, t>0. Obtinem
inecuatia t?+2t-3<0, cu solutiile
te[-3,1. Cum t=0, obtinem solutiile

te[0,], de unde 0<+VXx*-1<le

x?—120, : 3
5 Acest sistem are solutiile
X*=1<1.

xe [2, ~1QU[L v2].

Luind in consideratie DVA, obtinem
solutiile primei inecuatii a sistemului:

xe[L+2] (11).

Inecuatia a doua este echivalentd in
x=1
2—x 0

x=1
(3x+1) P > 0.

(3x+1)
DVA cu totalitatea

Ecuatia totalitatii are solutia X = 1, iar
Xe (1, 2) sint solutiile inecuatiei.

Totalitatea are solutiile X [1, 2) (12).

Din (11) 51 (12) rezulta ca solutiile siste-
mului initial sint Xe [1, v/2).

Raspuns: S=[1, \/E)

multimilor (13) si (14), este multimea solu-
tiilor totalitatii: [0, 9].
Raspuns: S =[0,9].

© Sa se rezolve in R totalitatea de ine-

_\’X+32Q

x-1

VIX? —18x+9 < x+3.

Rezolvare:
Rezolvam prima inecuatie:

r{x+3=0

cuatii

X+3 | Xx-1#0
x—1 20‘:)l{x+3>0(:)
[ x-=1>0

o xe{-3U @ +=) (15).
Rezolvam inecuatia a doua:

VOX? —18x+9< x+3 <

& 3|x-1|<x+3 e xe (0,3) (16).
Din (15) 51 (16) rezulta ca solutiile tota-

litatii initiale sint xe {—3} U (0, +o0).
Raspuns: S={-3} U (0, +<0).
Observatie. Procedam similar siin ca-

zul rezolvarii totalitatii de sisteme de
inecuatii irationale.

@ Exercitii si probleme propuse

Sa se rezolve in R sistemul de inecuatii:

JX—6xi2>3 x+1-+x<2, Vx-3>-5, 3+x
1. a) 320 " b){ x_1 S0 c) x-3 _. d) {Jx=2
X=o=b X+2° 7 x4 <t X—11/x+12>0.
2. a) VAX? —4x+1—(x* - 2x-3) <2, b) (X+D)Vx*—4=0,
VX=1<X Y2x® —x-31-x<0.
3. Saserezolve in R totalitatea de inecuatii:
x2+2x+820’ /X —Ix—L<l 3xv/Xx+1>0,
a)| 8-x O | 3 _Vx+ x2-3x |2
VX+1<x; - ’ A3x+1
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Sa se compuna:

a) un sistem de inecuatii irationale cu o necunoscuta, care are multimea solutiilor interva-
Iul (-1, 2);

b) o totalitate de inecuatii irationale cu o necunoscuta, care are multimea solutiilor interva-
lul (-1, 2).

Sa se compuna un sistem de inecuatii irationale care:

a) are o unica solutie;

b) are doua solutii;

¢) are multimea solutiilor un interval de tipul [a, b];

d) nu are solutii.

(. Proba de evaluare |

. Fiefunctia /: R—>R, f(x)=-2x"-x+3.
a) Aflati zerourile functiei f. 1

b) Rezolvatiin R inecuatia f(x)>0.

Timp efectiy de lucry:
45 de minute

¢) Determinati, in mod analitic, coordonatele punctelor de intersectie a graficelor func- [
tiilor, daca g: R >R, g(x)=2x+3.

=X o, 3

. Rezolvatiin R ecuatia 5
X

7%—32x

. Doi megteri au executat impreund o comanda in 12 ore. Daca mai intii primul mester singur €]
ar fi executat o jumatate din comanda, iar apoi al doilea mester singur ar fi executat cealalta
jumitate, atunci comanda ar fi fost realizata in 25 de ore. In cite ore fiecare dintre mesteri ar
executa aceasta comanda lucrind singur?

©

6
J5-2x

a) Rezolvatiin R inecuatia.

. Fieinecuatia ¥5—-2x+1<

b) Determinati solutiile Intregi ale inecuatiei.

¢) Scrieti o functie f de gradul II ale carei zerouri sint solutiile intregi ale inecuatiei.

R R RPN

d) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

. Fiepolinomul P(X)=X?-(a-3)X +a.

a) Pentru care valori reale ale lui a polinomul P(X) are cel putin o radacina?
b) Aflati suma patratelor radacinilor polinomului P(X).

¢) Determinati valoarea minima a sumei patratelor radacinilor polinomului P(X).

B R RN
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Functia exponentiala. Ecuatii exponentiale.
Inecuatii exponentiale

MODULUL ( §

4.1. Functia exponentiala

In timpul reactiei nucleare in lant, in locul
fiecarui neutron liber, peste / secunde apar alti
v neutroni liberi. Marimile / si v depind de sub-
stanta si mediul 1n care are loc reactia. S-a deter- .
minat ca numarul K de neutroni liberi in mo- [
mentul de timp ¢ se estimeaza prin formula
K=K, """ undeK, este numarul de neutroni
liberi in momentul t; = 0, €— o constanta. Functia
de forma f:R—R,, f(t)=€", care apare in
aceste calcule, este o functie exponentiala.

Definitie. Se numeste functie exponentiald functia f: R >R, f(x)=a*
aeR’, a=1.

Deexemplu, f,g: R—>R,, f(X)=2%, g(x)= (%) , sint functii exponentiale.

Observatie. Cazul a =1 se exclude din examinare, deoarece obtinem functia constanta
f(X) =1, ale carei proprietati sint diferite de proprietatile functiei exponentiale.
Proprietatile principale ale functiei exponentiale
1° D(f)=R.
2° E(f)=R:.
Intr-adevir, din proprietatile puterii cu exponent real se stie ¢ @* > 0 pentru orice X real,
deci E(f) = R’. Poate fi demonstrat si incluziunea inversa.

3° Din proprietatea 2° rezulta cé functia exponentiald nu are zerouri. Graficul ei intersec-
teazd axa Oy in punctul (0, 1), fiindci @’ =1 pentru orice a> 0.

4° In virtutea proprietatilor de comparare a puterilor cu aceeasi bazi si cu orice exponent
real (modulul 3, § 2), rezulta ca functia exponentiala este strict crescitoare pe R, daca
a>1, si strict descrescitoare pe R, dacd O<a<l.
Observatie. In baza monotoniei, se obtin urmatoarele echivalente:
a*>a’ @a>p (o, BeR,a>]),
a*>a’ @oa<fB (o, BeR,0<ax<l),
a*=a’ oa=B (o, BeR, xeR’, azl),
care se folosesc la rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor exponentiale.

5° Functia exponentiala ia valori pozitive pe R.

®
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6° Functia exponentiald nu este nici para, nici impara, deoarece f(-x)=a™ =ix si exis-
a
ta X, astfel incit f(—x,)#=£f(x,).

| 7° Functia exponential nu este periodici, deoarece este strict monotoni pe R.

8° Functia exponentiald nu are extreme locale, deoarece este strict monotona pe R.
9° Functia exponentiald este surjectiva (proprietatea 2°) si injectiva (proprietatea 4°, obser-
vatie), deci bijectiva si inversabila.
10° Graficul functiei exponentiale f: R >R, f(x)=a", a>0, a#1, este reprezentat
in figura 7.7.

a>1

Fig. 7.7

Exercitiu. In figura 7.8 sint reprezentate grafic

functiile f,, , ROR, f,()=2", fz(x):(%)_
Utilizind aceste grafice, determinati proprietatile
functiilor f, si f,.

Z
%Exerciﬁi rezolvate

1. Sa se compare numerele 5% si 525,

Rezolvare:
Cum functia f: R—> R}, f(X)=5", este strict

crescatoare, iar \/§ >4/2,5, rezultd ca 5Y3 5 525,

Vs 3
2. Si se compare cu 1: a) (%) ; b) (\2-1) .

Rezolvare:

J5 X
a) (%) este valoarea functiei exponentiale f: R—>R’, f(X) z(%) , In punctul

5
X, = /5> 0. Cum baza acestei functii este mai mica decit 1, rezulta ca (E) <1

_3
b) («/E —1) 2 este valoarea functiei exponentiale f: R—>R’, f(x)= («/E -1)*, in
punctul X, = —g <0.

_3
Cum baza acestei functii este mai mica decit 1, obtinem ca (x/E -1 2>1
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii
4.2. Ecuatii exponentiale

Problema. La 3 ianuarie 2012, un elev a depus la banca 1 leu. Peste citi ani acest elev
va deveni milionar, daca dobinda anuald compusa este de 10%?

Rezolvare:
Peste 1 an, elevul va avea pe cont 1+0,1=11 (lei), peste 2 ani, 1,1+ 0,11=1,21=11* (lei)

s.a.m.d. Fie X numarul respectiv de ani. Obtinem ecuatia 1,1 =1000000.
Aceastd ecuatie este 0 ecuatie exponentiala.

Vom numi ecuatie exponentiald o ecuatie in care exponentul puterii este o expresie
ce contine necunoscuta, baza puterii fiind o constanta pozitiva, diferita de 1.
.. 2x—1 2 2 A~ .. .
De exemplu, ecuatiile 2* =8, 5-37 =5, 4 —4* = 20 sint ecuatii exponentiale.
La rezolvarea ecuatiilor exponentiale vom tine cont de

Teorema 4. Dacd a>0 si a#1, atunci ecuatiile a'® =a%” si f(x)=g(x) sint
echivalente.

Exercitiu. Demonstrati teorema 4.

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de ecuatii exponentiale.
1/ Ecuatii exponentiale de tipul ' =b, a>0, a#1, a, be R

1) Fie f(x) = x. Ecuatia a*=b se numeste ecuatie exponentiali fundamentala.
Sint posibile urmatoarele cazuri particulare.

a) b<0. Ecuatia @a* =b nu are solutii (a se vedea graficul functiei exponentiale —
figura 7.7).

b) b>0si b=a",xeR. Atunci a*=bs a*=a" © x=a.
Exemplu. 5 =255 =5" & x=2. Raspuns: S={2}.

¢) b>0 si b nu este exprimat ca putere a lui a. In acest caz, folosim identitatea

loga

logaritmica fundamentala b= a"". Aplicind teorema 4, obtinem:
a‘=bo a*=a"*" < x=log,b.

Exemplu. 3 =12 & 3 =3""* < x=l0g,12. Raspuns: S={log,12}.

2) Similar se procedeazi la rezolvarea ecuatiei exponentiale de tipul a'™ =b, a>0,
azl a, beR.

2| Ecuatiile exponentiale de tipul a'” =a°*, a>0, a#1, aeR, sint echi-
valente (conform teoremei 4) cu ecuatia f (X) = g(X).

Exemplu. 02°" =02 o ¥ -1=xX -1 X -xX* =0 x*(x-1) =0.
Raspuns: S ={0,1}.

©
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3! Ecuatii exponentiale rezolvabile prin metoda descompunerii in factori

Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia 12* + 6" —4* —2* =0.

Rezolvare:

DVA: xeR.

Grupind termenii, obtinem: 12* +6* -4 -2* =0 (12°+6)- (4 +2") =0
(206" +6)- (2% +2)=0= 6" (2 +)-2*(2* +) =0 (2* +1(6"-2") =0.
Deci, 6 —2*=0 sau 2*+1=0, de unde 6 =2* sau 2" =-1.

Solutia ecuatiei 6" =2 este X=0, iar ecuatia a doua nu are solutii.

Raspuns: S={0}.

4| Ecuatiile exponentiale de tipul f(a*)=0 se rezolva prin metoda utilizdrii
necunoscutei auxiliare a* =t, care reduce ecuatia initiala la ecuatia de tipul f(t) =0.

Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia 9 —2-3=3.

Rezolvare:

DVA: xe R. 9°-2-3* =3« (3)*-2-3*-3=0. Fie 3“=t, t >0. Obtinem ecuatia
t? —2t—3=0, cu solutiile t, =3, t, =—1. Dintre aceste valori, numai t, = 3> 0. Rezol-
vam ecuatia 3“ =3 si obtinem x=1.

Raspuns: S={1}.

Unele ecuatii exponentiale, in care apar puteri cu aceeasi exponenti, dar cu baze diferite,
pot firezolvate prin metoda utilizarii necunoscutei auxiliare dupa impartirea fiecirui membru
al ecuatiei la una din aceste puteri.

Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia 8 +18* —2-27* =0.

Rezolvare:

DVA: xe R. Impirtind ambii membri ai ecuatiei initiale la 8, obtinem ecuatia

2X 3X X
1+ (g) -2 (:—;) =0. Efectuind substitutia (g) =t,t>0, obtinem:

2°-t*-1=0& (t-D(2*+t+1) =0 t=1. Atunci (g) =1 x=0.
Raspuns: S={0}.

5! Ecuatii exponentiale rezolvabile prin metoda logaritmirii

Exemple

@ Si se rezolve in R ecuatia 47" =3*,

Rezolvare:

DVA: xe R. Logaritmind in baza 10, obtinem ecuatia (2x—1)1g4 = x1g3, echivalenta
cu cea initiald. Solutia ecuatiei este X= Igl|69——4lg3 Raspuns: S= {Igllg—flg?;}
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n - A . 6)( 5)(
& Sa se rezolve in R ecuatia 3° =4

Rezolvare:
DVA: xe R. Logaritmind in baza 10, obtinem ecuatia 6*1g3=5"1g4.
Logaritmind din nou, obtinem xIg6+1glg3=xlg5+Iglg4 < sz.

.  <_ |lglg4-Iglg3
Raspuns: S_{—|g6—|95 :

6! Unele ecuatii exponentiale pot fi rezolvate aplicind proprietatile functiilor determi-
nate de membrii respectivi ai ecuatiei.

Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia 5 =—-4x+1.

Rezolvare:

DVA: xe R. Prin probe, gasim solutia x=0. Cum functia f, definita prin for-
mula f(X)=5" este strict crescatoare pe R, iar functia g, definitd prin formula
g(Xx) =—4x+1, este strict descrescatoare pe R, rezulta ca graficele acestor functii au un
unic punct de intersectie. Prin urmare, ecuatia are doar solutia x=0.

Raspuns: S={0}.

7! Ecuatii de tipul a'® .b** =a”.p*

Exemplu 2
Sa se rezolve in R ecuatia 5 -2 * =40.
Rezolvare:

X+ x+2 _x+2 2(x-1
5*.272:40@ 5¢.2 x =5~23<:> 5X’1=23 PN X-1= (X )|0952<:>
xz0 x#0 X#0
o|*=h Raspuns: S ={1, log, 4}

x=log, 4. puns. > =1, 10gs ;.

In caz general,

@O pED Z P bt ey g/ P — ) oy {xe D, ND,,

J(x)=p=[g-gx)]log,b.

8! Exista ecuatii in care necunoscuta apare atit in baza puterii, cit si la exponentul
ei, adica ecuatii de tipul h(x)'™ =h(x)°".

Ecuatia de tipul h(x)'™ =h(x)*®, h(x)>0, este echivalenti cu totalitatea de

h(x) >0, -
sisteme {h(x) #1, {Z(EX)D_(JF) N D(9).

f(x)=9(x);
Exemplu Xx+1>0
. 22 y . . . ' X+1=1,
Ecuatia (x+1)* ™ =(x+1)" este echivalenta cu totalitatea { Xx+1#1, we R

2_o_
Raspuns: S={0, 2}. X'=2=X

&
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@ Exercitii si probleme propuse

1. Sase traseze graficul si sa se determine proprietdtile functiei f: R > R:

a) f(x)=4%

b f(0=15" o f(x)=(§

2. Sase decida daca ae (0,1) sau a>1, stiind ca:

a) a? >a;

b) a <—aV?;

3. Sase compare numerele: a) (v2) si (v/2)*%;

4. Sase determine valorile lui x pentru care functia f: R — R ia valori mai mici decit 1, daca:

a) f(x)=(5v5)";

b) f(x)=(0.5)";

Saserezolvein R ecuatia:

5. a) 11* =1000000;

J

=)

N

© o

(]

e) 7* =3/49;

1

2) G) )

a) 2x+1 +3. 2x—2

. a) 9°+3" =272

I

c)a”’ <a".

d) F()=4"

J7

b) (0,3)™ si (0,3)7"F.

©)

f(x)=3"

x 1Y w1
4% = . 1)l g X _ .
b) 64; c) ( 2) 8 d) (027 =75
f) 32x+2 — —81, g) 11><+1 =121| h) 0,2x2+x — 0
" _ 1. 2\ (25)7 125

1Y _1.

w5 (3] =%
b) 4x+3_4‘7x +2_7x+l:4x—l;
b) 16* —4-4* +3=0;

1 x2-1
(=)

=77,

o) Y4t 16=+47.

C) 3x+2 + 3 5x+4 — 3x+6 _ 5x+3-
¢) 2:2°+3.22 +1=0.

10. Sa se traseze graficul si sa se determine proprietdtile functiei f: R > R:

11.

12.
13.

14.

a) f(x)=3%

o) f(x)=2""%

b) f(x)=[3"[;
S se selecteze numerele mai mari decit 1:  (v2)™3, (V3)%, (2-+/3)".
I3
9 . -4 3
7| v b) 3 cu2”.

Sa se compare: a)

Pentru care valori ale lui x functiile f, g: D >R, f(x)= (\/E)X, g(x) = (0,25)*"?, iau valori

egale?

Pentru care valori ale lui x functia f: D — R ia valori mai mari decit 1, daca:

&) f()= (H L b (=22

Saserezolvein R ecuatia:

15.

16.
17.
18.

19.

25
9

x2—12_ ga
“l125 )

b) 4>< _ 3x+1,5 + 22x—1 — 3x+0,5.
b) 8 — 21— 4=0.

(E & e
a) 57 +35- 7 =35-5% + 7%,

a) 811 -36-9"°+3=0;

a) (2+/3)** +(2-3)* = 4;

a) 4*+10*-2-25* =0,

2 1
X

2 1 1
b) 10* + 25 =4,25.50%;

b)(\/5+ 2/6 ) —(Js— 26 ) ~10.

¢) 3-4/4-4.310+%/25=0.
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20. a) 4" 44 =47, b) |5*~1|+|5 -5|=2, o) Ix=1]“?=1.

2. a) 34 =5 b) 2 —32 =7; o) (§JX=—3XZ+ZX—1.
22. a) |x=3[F=(x-3)*% b) (X —x)-827% +12.8%* = (x* — x)-8'% +12.8%*,
23. a) U Y 23, ) 7UeDlowrd ek o7, ) 3 7% =133

24. Saserezolve in R si sd se discute dupd parametrul a, a€ R, ecuatia:

a) 625" —2.25" + 3 =(; b) 34 ?+27-a=a 4% c)a-2+27* =5
25. Sa se compuna o ecuatie exponentiald cu solutia —3.

26. Sa se compuna o ecuatie exponentiala care:
a) nu are solutii; b) are o unica solutie; c) are doua solutii.

4.3. Inecuatii exponentiale
Problemi. Si se rezolve in R inecuatia 2°*% < 6 +2-3*%

Aceastd inecuatie este o inecuatie exponentiala.

Vom numi inecuatie exponentiali o inecuatie in care exponentul puterii este o expre-
sie ce contine necunoscuta, baza puterii fiind o constanta pozitiva, diferita de 1.

De exemplu, inecuatiile 3* <9, 9" —2-3* —8< 0 sint inecuatii exponentiale.

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuatii exponentiale.

1/ Inecuatii exponentiale de tipul a’™ <a**, a>0, a#1, acR

Rezolvarea acestui tip de inecuatii exponentiale se bazeaza pe

" <« a9 este echivalentd cu ine-

Teorema 5. Daca a>1, atunci inecuatia a
cuatia f(X) < g(x).

Daci O<a<], atunciinecuatia a'® < a%" este echivalenti cu inecuatia f (x) > g(Xx).

Demonstratia acestei teoreme are la baza proprietatea 4° (secventa 4.1) a functiei
exponentiale f: R >R, f(x)=a*, a>0, a=1.

Exemple

@1 Si se rezolve in R inecuatia 2°* < 4.

Rezolvare:

221 < 427 <2’ ©3x-1< 2 < xe (==, 1).

Raspuns: S=(—oo, 1).

1 X+2 1 —2X
@ Sa se rezolve in R inecuatia (§) < (§) .
Rezolvare:
1 X+2 1 —2X 2
(§) <(§) S X+2>-2X & 3X> -2 & Xe (_§’ +oo)_

Raspuns: S= (— %, +o0 )

©
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In mod analog se rezolva inecuatiile de tipul: a'™ >a’®, a'® <a®?, a'™ >a»,
a>0, azl, aeR.

Folosind aceleasi metode ca si la rezolvarea ecuatiilor exponentiale, rezolvarea
inecuatiilor exponentiale, de regula, se reduce la rezolvarea uneia din inecuatiile de tipul:
a'® <gi® gf™ <g9™ Tk 5 g TN >39% 350 a2l acR.

2| Uneori, necunoscuta apare atit in baza puterii, cit si la exponentul ei, adica
inecuatia are forma h(x)'™ < h(x)9®.

a) Inecuatia h(x) ™ <h(x)®* este echivalenti cu totalitatea de sisteme

{0 <h(x)<l, {h(x) >1,
f(x)>g(x); [ f(x)<g).

b) Inecuatia h(x)'® >h(x)*™ este echivalenti cu totalitatea de sisteme

{h(x) >1, {0 <h(x)<l, {h(x) =1,
f(x)2gx); | f()<gx); |xe D(HND(Q).

¢) In unele cazuri e convenabil sa folosim echivalenta:
h(x)f(X) — h(x)g(X),

h(x).f(x) > h(x)g(x) P |:h(x)f(x) S h(x)g(X).

In mod analog se examineaza cazurile ,,>”, ,,<”.
In acest manual vom rezolva astfel de inecuatii numai daca h(x) > 0.

Exemplu
Sa se rezolve in R inecuatia (x—1)* > (x—-1)>"*, daca x—1>0.
Rezolvare:
Avem h(X)=x-1, f(X)=x%, g(X)=2x+1, D(f)=R, D(g)=R.
r{0< x-1<1
X<2x+1 xe (L 2)
(X=1)* > (x=1)*"* {i;];(il PN ze_? < xe (4 2.
x-1=1
L{Xe R

Raspuns: S=(1, 2].

(& Exercitii si probleme propuse

©

Sa se rezolve in R inecuatia:

X+4
1. a) 6°>36; b) (é) < 515; ¢) 55 > 1; d) 278 5.0
¢) 035 <4 f) 2 5 <00L (10°2)%  g) 2% — 2% _ 5 Bt g3
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2x+1 X
2. a) 25 -5-20<0; b) (1) >(1J +10,  c¢) 0,49 —5.0,7"" ~14>0.

5 5

3. a)1000-03™* > 27; b) (194) < (log,10)>™;
¢) 3%7.5%2 515, (22571, d) 0,6 <5.36°".

4. a) propusd la inceputul secventei 4.3;  b) 1 1 . c) 22 —2¥* > 15

- W PP P s Y 04 s 041 !
d) 8 +18" —2.3% <0; ¢) 221 5.2 4250 f V9 -3 <3 g
13x? x%+36 —6x°

o) (17‘) s(i?‘) s(%) : h) 475 16V 5 9Vx i) 64* —7-8+12>0.

a) 1<5X M <25 b)|3=2]|-|3*-1|>|F+1|-5  c) 6% -2.18"-8.3% 50,

n

6. Sa serezolve inecuatia:
a) (2 =3x+8)" 221 b) Bx-D < (Bx=D¥; ) |2 -T[* 2|2 -7,

7. Sa se compunad o inecuatie exponentiala care:
a) are o unica solutie;
b) are doua solutii;
¢) are multimea solutiilor intervalul de forma [a, b];
d) are multimea solutiilor intervalul de forma (C, + <) sau (—eo, d);
e) nu are solutii.

8. Sase compuna o inecuatie exponentiald care are multimea solutiilor intervalul (=3, 2].

9%, Sa se rezolve in R si sa se discute dupa parametrul a, ae R, inecuatia:

a) a2_2'4x+1_a'2x+l>0; b) a > 1+a: )
a*-1 1+2a”

Functia logaritmica. Ecuatii logaritmice.
Inecuatii logaritmice

5.1. Functia logaritmica

Se stie ca functia exponentiald pentru ae R, \{1} posedd functie inversa. Inversa
functiei exponentiale este numita functie logaritmica. Altfel zis, este adevarata echivalenta:

y=log,xe=a’=x x>0,a>0,a#1.

Definitie. Se numeste functie logaritmici functia f: R, - R, f(x)=log, X,
aeR’, a1

Deexemply, f, f,; R, >R, f,(xX)=log,x, f,(xX)= log , X, sint functii logaritmice.

&
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Majoritatea proprietitilor functiei logaritmice se obtin din proprietatile functiei

exponentiale cu aceeasi baza.

10
20
30

4°

50

60

’70
80
90

D(f)=R], fiindca D(f) coincide cu codomeniul functiei exponentiale.
E(f)=R —domeniul de definitie al functiei exponentiale.

Functia logaritmica ia valoarea 0 numai in punctul X, =1, intrucit log, x=0& X, =1.
Graficul ei nu intersecteaza axa Oy, fiindcd 0¢ R’ .

Functia logaritmica este strict crescidtoare (descrescitoare) pe R}, dacd baza
ae (1, +0) (respectiv ae (0, 1)).

Intr-adevar, pentru a>1 si X, > X,, aplicind identitatea logaritmica fundamentala (mo-
dulul 3, secventa 3.1), obtinem a'** > a'*%*,

Cum functia exponentiala este strict crescatoare (descrescatoare) pe R, dacd a>1
(0O<ax<1),avem: log, x, >log, x, (log, x, <log, X,).

In baza monotoniei, daci a>1, atunci functia logaritmica ia valori pozitive pentru
Xe (1, +o0) si valori negative pentru xe (0, 1).

Daca O<a<l, atunci functia logaritmica ia valori pozitive pentru Xe (0, 1) si valori
negative pentru Xe (1, +<o).

Intr-adevir, daci a > 1, atunci in baza monotoniei, log, x>0« log, x>log, 1< x>1.
In mod analog se demonstreazi celelalte propozitii.

Cum multimea R’ nu este simetrica fata de originea sistemului de coordonate, functia
logaritmica nu este nici para, nici impara.

Functia logaritmica nu este periodica, deoarece este strict monotona pe R:.

Functia logaritmica nu are extreme locale, deoarece este strict monotoni pe R’,.

Functia logaritmica este bijectiva, deci este inversabila. Inversa ei este functia exponentiala
cu aceeasi baza.

10° Graficul functiei logaritmice f: R| — R, f (X)=log, x, a>0, a=1, estereprezentat

in figura 7.9.

(o<a<t] 1) S8

> O 1 X
O‘ 1\ X
G .
! Fig. 7.9
Observatie. Aplicind monotonia functiei logaritmice, se obtin urmatoarele inegalitati

echivalente (pentru o, 8, ae R, a#1):
log,a>log, B a>p, a>1,

log,a>log, B & a<f, O<a<l,
log,oc=log, B = a=pf,

care se folosesc la rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor logaritmice.
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Z
%Exercitiu rezolvat
Fie functiile f,; R >R, f,()=2% f,; R>R., f,(x)= (%) .
a) Sa se reprezinte graficele functiilor logaritmice:

9 IR: —-R, 0, (¥ :flil(x) :Iog2 X, O: IR: —-R, g,(X)= fzil(x) :Iogl(x).

2
b) Sa se reprezinte intr-un sistem de axe ortogonale graficele functiilor f,, f,, g,, 9,.

Rezolvare: 11111 1alals
X J— — _
a) Construim tabelul de valori al 8| 4] 2
functiilor g, si g,: g, () =log,x | -3|-2|-1|0|1|2]|3
Graficele functiilor g,, g, sint g,(x) =log, x
reprezentate In figura 7.10. : % 3121110123

b) Graficele functiilor f,, f,, 9,, g, sint reprezentate in figura 7.11.
Observam ca graficele functiilor f, si g,, f, si g, sint simetrice fatd de bisectoarea
cadranelor I si III.

Gf

1

Fig.7.10 Fig. 7.11
Aplicatii ale logaritmului si functiei logaritmice in diverse domenii
v’ In chimie: la determinarea pH-ului solutiilor lichide.
v’ In seismologie: scara Richter pentru masurarea magnitudinii puterii cutremurului.
v’ In fizica: intensitatea sunetului la calcularea numarului de decibeli.
v' In astronomie: strilucirea unui corp ceresc; calcularea magnitudinii aparente.

v’ In biologie: formula moleculei ADN; cochiliile melcilor si scoicilor de mare sint
formate din portiuni de tipul graficelor unor functii logaritmice.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se compare: a) log ;2 cu log, 7; b) log, 3 cu log, 5.
Rezolvare: ?
a) Vom transforma aceste expresii pentru a obtine logaritmi in aceeasi baza:

Iogﬁ2:2I0932:Iogs4, Iog97:%Iog37:Iog3\/7.
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Cum functia logaritmicad cu baza mai mare decit 1 este strict crescatoare si 4> V7,
rezultd ca log, 4> 109, V7. Deci, log , 2>1log, 7.
b) In baza proprietitii 5° a functiei logaritmice, log, 3<0,iar log, 5> 0.
2

Prin urmare, log, 3<log, 5.
2

&> Exercitii si probleme propuse

1. Sa se traseze graficul si sd se determine proprietatile functiei f: R} - R:
a) f(x)=log; x; b) f(x)=log,, X; c) f(X)=lgx; d) f(x)=Inx.

2. Sase compare cu 0, apoicu 1:
a) log, 2; b) log, 0,2; c) log, 0,5; d) log 50,2.
3

3. Aplicind proprietatile functiilor studiate, sa se compare:
_ 1

a) (+v3)~ cu 81°%; b) ——

) (V3) ) 5

4. Sa se determine intervalele de monotonie, paritatea, multimea valorilor, extremele locale ale
functiei definite prin formula:

B f()=5"; wro=(5) o=t

©

5. Saseselecteze numerele mai maridecit 1: log,, 0,5, log, 101, log,,,120.

1 1
V5 cul; c) |Ogs§ cu Iog5E.

6. Sase compare log -6 cu log,5.

7. Pentru care valori ale lui x functiile f, g: D —> R, f(x)=log ;(x-1), g(x)=1log, X, iau valori
egale.

8. Sa se arate ca functia f este inversabila si sa se determine inversa ei:
a) f:R->R, f(x)=27; b) f: (2, +) >R, f(X)=log,(x—2).

9. Pentru care valori ale lui x functia f: D — R ia valori mai mari decit 1, daca:
a) f(x)=log,, x; b) f(x)=lg(x-3).

10. Sase determine multimea R\ D(f), daca functia f este definita prin formula:

a) f(x)=1g{%; b) f()=(x-2"; ¢) f(x=4lg2x+1).
11. Aplicind proprietatile functiilor studiate, sa se compare:
2
a)2 cu log,8; b) 3 cu (v13)™°%; ¢) 5% cu 17°°%; d) 3" cu log, 7.

12. Sa se determine intervalele de monotonie, paritatea, multimea valorilor, extremele locale ale
functiei definite prin formula:

a) f(x)=(/3)% b) f(x)=(/0.3)""; o) f(x)=]log;(x-1)].
13. Sase determine D(f') al functiei f: D - R:
2) f()=log, (x+2);  b) f()=lgT3ETTIET o ey S g9 x a1

lgx
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Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii
5.2. Ecuatii logaritmice

Vom numi ecuatie logaritmicd o ecuatie in care expresiile ce contin necunoscuta
apar 1n baza unor logaritmi si/sau sub simbolul acestora.

De exemplu, ecuatiile log,(3x—1) =2, log, ,(X* —3x+ 2) =1 sint ecuatii logaritmice.

Observatie. Substituind suma log, f(x)+log, g(x) cu log, (f (x)-g(x)), deregula,
I DVA al expresiei log, f(x)+10g, g(x) se extinde.

Intr-adevir, DVA al expresiei log, f(X)+log, g(X) este multimea solutiilor sistemului

{;((:)) ; 8,' iar DVA al expresiei log, (f(X)-g(x)) este multimea solutiilor totalitatii
f(x)>0, {f(x)<0,

g(x)>0; |g(x)<0.

In aceste cazuri se pot obtine solutii striine ecuatiei date. O situatie similar este si in cazul
T

9(x)’

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de ecuatii logaritmice.

sistemelor {

in care expresia log, f(X)—log, g(x) se inlocuieste cu expresia l0g,

1/ Ecuatii logaritmice de tipul log, f(x)=5b, a>0, a#1,beR

Ecuatia log, x=Db se numeste ecuatie logaritmica fundamentald.

a) Aplicind definitia logaritmului, obtinem solutia X=a".

Exemplu

Pentru ecuatia l0g, X=2 obtinem x=3?=09.

Raspuns: S={9}.

b) Ecuatia log, X=b poate fi rezolvata si in alt mod. Exprimam b ca logaritm in
baza a: b=log, a°. Din log, x=1l0g, a° obtinem Xx=a".

Exemplu

Pentru ecuatia log, X=2 obtinem log, x=10g,16 < x=16.
Raspuns: S={16}.

2| Ecuatii logaritmice de tipul log, f (x)=log,g(x)

La rezolvarea ecuatiilor logaritmice de acest tip vom tine cont de

Teorema 6. Daca a>0, a#1, atunci ecuatia log, f(x)=log, g(x) este echiva-

f(0=909 {f(x)=g(x),

lentd cu unul din sistemele { f(x)>0 g(x)>0.

®



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii

Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia log, (x* +1) =log, (x+ 3).

Rezolvare:
X=-1

X=2.

x> +1=x+3

2,1y =
log, (x +1)—Iogs(x+3)<:>{xz+l>o

@xz—x—2=0@|:

Raspuns: S={-1, 2}.

3! Ecuatii logaritmice rezolvabile prin metoda gruparii
Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia log,(x—1) =log,(x+ 2)* —log, 3.
Rezolvare:
x-=1>0
DVA:{(x+2)* >0 ¢ x>1. Grupind termenii in mod convenabil, obtinem
3x>0
log,(x—1) +log, 3x=log, (x+2)* & log, 3x(x—1) =log, (x+2)* < 2x* - 7x—4=0,

cu x, =4e DVA, X, =—%e DVA.

Rdspuns: S= {4}.

4! Ecuatii logaritmice de tipul f (log,x)=0

Ecuatiile logaritmice de acest tip se rezolva prin metoda utilizarii necunoscutei auxiliare.
Prin substitutia log, X =t, rezolvarea ecuatiei initiale se reduce la rezolvarea ecuatiilor de
tipul log, x=t,, unde ¢ sint solutiile ecuatiei f(t) =0.

Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia l0gZ(x+1) +log,(x+1)—12=0.

Rezolvare:

DVA: x+1>0 & xe (-1, +e0). Efectuind substitutia log,(x+1) =t, obtinem ecuatia
t?+t-12=0, cusolutiile t, =3, t, =—4.

Rezolvim totalitatea d tii [Iog3(X+1):3 i obti X= 208 DVA,
ezolvam totalitatea de ecuatii i obtinem
1 logy(x+1) =—4 3127 X:—%e DVA.
Cum transformarile sint echivalente, rezultd cd aceste numere sint solutiile ecuatiei.
- 80
: S=:—-—, 265.
Raspuns: S { a1 6}

5! Ecuatia logaritmici de tipul 10g,(xy T (X) =100, 9(X) este echivalentd cu unul

f(x)>0 g(x) >0,
- a(x)>0 a(9>0,
din sistemele a(x) 1 sau a(x) #1,

f(x)=9(x) f(x)=g(x).
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Exemplu
Sa se rezolve in R ecuatia log, ., (X* —1) =log,,,(3x—1).

Rezolvare:
3x-1>0 L x>1
Iog><+1(X2_:l-)=|0g><+1(3x_1)<:> i:i:ﬁf X>§ (=4 X:30<:> x=3.
) x> =3x=0 [ B
X°—1=3x-1 x=3

Raspuns: S={3}.

6! Exista ecuatii logaritmice care nu se incadreaza in tipurile examinate.

a) Ecuatii cu logaritmi in baze diferite
Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia log, x+10g, X= 2.
Rezolvare:

2lg4lg3

DVA: x>0. Aplicim formula de schimbare a bazei: :g—z + :g—; =2 x=10 ' |

Raspuns: S= {lozluggi?s }

b) Ecuatii care contin necunoscuta si in baza logaritmului, si sub simbolul acestuia
Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia log,,, 5+log,(Xx+1) = 2.

Rezolvare:
‘ R S
DVA: xe (-1, 0)U(0, +e). Cum log,,, 5= 0D’ obinem:
1 = = f—
Tog.ocrd) oG+ =26 log, (x+ ) =le x=4.

Rdspuns: S={4}.

¢) Ecuatii care contin necunoscuta si in bazele puterilor, si la exponentii pute-
rilor, care pot contine si logaritmi

Exemplu

Si se rezolve in R, ecuatia X% + 4% =g,

Rezolvare:

DVA: Xe (0, 4c0). Cum x' % = (4"7)s =418~ gubstituind X% — 4°%% jp
ecuatia initiala, obtinem ecuatia 2- 4% =8, cu solutiile X, =4€ DVA, x, = %e DVA.

Raspuns: S= {%, 4}.
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7! Unele ecuatii cu necunoscuta sub simbolul logaritmului pot fi rezolvate aplicind
proprietatile functiilor care reprezinta membrii respectivi ai ecuatiei.

Exemplu

Sa se rezolve in R ecuatia log, (x+ 2) =13—3x.

Rezolvare:

DVA: Xe (=2, +e). Prin probe obtinem solutia X = 4. Cum functia f, definita prin
formula f(Xx)=Ilog,(x+2), este strict crescatoare pe DVA, iar functia g, definita prin
formula g(x)=13-3x, este strict descrescatoare pe DVA, rezulta ca graficele acestor
functii au un unic punct de intersectie. Deci, ecuatia are numai solutia X = 4.

Raspuns: S={4}.

Observatie. Metodele examinate pot fi clasificate astfel:
a) metoda potentierii, adica trecerea de la ecuatia log, f(x)=1og, g(x) la ecuatia

f(x)=9(x);
b) metoda utilizdrii necunoscutelor auxiliare;
c) metoda logaritmarii, adica trecerea de la ecuatia f(X)=g(x) la ecuatia

log, f(x)=1log, 9(x).

@ Exercitii si probleme propuse

Sa se rezolve in R ecuatia:

1. a) log, x=4; b) log, Xx=0; ¢) log,, x=1;
d) log, ; x=-1, e) Iogjgx:—z; f) log ¢ x=3.
2. a) log,,(3x-1)=-1, b) log,(x* —4)=2; ¢) log , (x* —3x) =6.
3. a) log,(x+2)=log,X*; b log,,(X* = x-1) =log,,(x+4); ¢) log . (vx+1) =log . (2Vx).
4. a) 3(1g(x-1)—-2)=1g5-Ilg(x-21); b) log, X —lg4=log, x+1925.
2 2
5. a) 1g(35-x%)=3Ig(5—-x); b) log;(x+2)—3log,(x+2)—4=0; c¢)12-Ig*x=Igx.

6. Saserezolve in R ecuatia:

a) log;(3x—11) +log,(x—27) =3+109, 8, b) log, 2+log, x=-2,5;

¢) Iog% OX+ Iogg%Z:S; d) 2log, X* —logi(-x) =4

e) X =4 x>0 f) X'9* =100, x> 0;

g) log,(x+12)-log, 2=1; h) 2log, 3+ log,, 3+ 3log,, 3=0;
i) X1°%* = 9x? x>0 i) x* =%, x>0

k) 39" .59 = 2025,
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7. Saserezolve in R ecuatia:

log, (2x+2) =3-X; b) log, (17x—1) = 2*; 1-2x=lgear.
) log, (2x+2) ) log, (17x~1) ©) 92000
8. Siserezolve in R ecuatia:
a) log,(x* — x)* —2log, (x+2) = 2; b) log,(3*-8)=|2-x]|.
9. Sase compuna o ecuatie logaritmica cu solutiile 0 si 2.
10. Sase compuna o ecuatie logaritmica ce in R:
a) nu are solutii; b) are o unica solutie; ¢) are doua solutii.
117. Sa se rezolve in R si sa se discute dupa parametrul a, ae R, ecuatia:
a) X** =a’x, a>0, x>0 b) @?9 =1; ¢) lg2x+1g(2—x) =Iglga.

5.3. Inecuatii logaritmice
2_
Problemi. Si se rezolve in R inecuatia 0,5 % <1,

Rezolvare:
DVA: x* —3x+ 2> 0. Cum inecuatia este de tipul @' <1, unde a=0,5<1, obtinem
inecuatia echivalentd log,,(X* —3x+2) > 0. Aceasta este o inecuatie logaritmica.

Vom numi inecuatie logaritmicd o inecuatie in care expresiile care contin necunoscuta
apar in baza unor logaritmi si/sau sub simbolul acestora.

De exemplu, inecuatiile logs X< 2, log,,(3x—1)>0, lg°’x—Igx—6<0,
log,,,(x—=3) >l0g,,, X sint inecuatii logaritmice.

Vom examina metodele principale de rezolvare a unor tipuri de inecuatii logaritmice.

1/ Inecuatii logaritmice de tipul log, f(x)>log g(x), a>0,a#1,aeR

Rezolvarea acestui tip de inecuatii se bazeaza pe

Teorema 7. Daca a>1, atunci inecuatia log, f(x)>log, g(x) (1)
9(x) >0,
f(X) > g(x).

Daca O<a<], atunci inecuatia (1) este echivalenta cu sistemul {

este echivalenta cu sistemul {

f(x) >0,
f(X) < g(x).

Exercitiu. Demonstrati teorema 7.

Exemplu
Sa se rezolve in R inecuatia log,(3x—1) > log,(5— X).

Rezolvare:

< Xe (15, 5).

Iogz(3x—1)>log2(5—x)(:){5_X>0 {X<5

3x-15>5-x " 1x>15
Raspuns: S=(15; 5).
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Similar se rezolva inecuatiile logaritmice de tipul:

log, f(X)=log, g(x), log, f(x)<log, g(x), log, f(x)<log, g(x), 2

unde a>0, a1, aeR.

Rezolvarea inecuatiei logaritmice, de reguld, se reduce la rezolvarea uneia dintre
inecuatiile (1) sau (2).

2| Inecuatii logaritmice de tipul log, ., f(x)=>log, ., g(x)

Aceasta inecuatie este echivalenta cu totalitatea de sisteme:
h(x) > 1, O<h(x) <1,
a(x) >0, f(x)>0,
f(x)2g(x);  [f(¥)<g(x).

Exemplu

Sa se rezolve in R inecuatia log, ,(2x+1) 2log,,,(x—1).

Rezolvare: ~

x+1>1

x—1>0

log,., 2x+1)=log ,,(x-1) &= O<xtl<l S x>1.
2x+1>0
2x+1<x-1

Raspuns: S= (1, +o0).
In mod analog se rezolva inecuatiile logaritmice de tipurile:
109,y f(X)>108,,) 9(X), 109,y f(X) <l0gy,, 9(X), 10g,, f(X) <log,, 9(x).

3| Rezolvarea inecuatiilor logaritmice prin logaritmare

Exemplu

Si se rezolve in R, inecuatia x** >100.

Rezolvare:

DVA: xe (0O, +e<). Deoarece in DVA ambii membri ai inecuatiei sint pozitivi, logaritmam
in baza 10 i obtinem: 1gx*®* >1g100 < 21g° x> 2.

Deci, 1g°x>1« (Igx—1)(Igx+1) > 0. Obtinem Igxe (—eo, —1) U (L, +) <

1
ng<_1<:> O<X<E’ Tinind cont de DVA, Xe 0,l U (10, +<o).
lgx>1 x>10. ’ 10

e (a _
Raspuns: S—(O, 10)U(10,+ ).
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t3]

Observatie. Daca expresia se logaritmeaza in baza a, a > 1, atunci semnul (,,<”, ,,<”,
5 »=>) inecuatiei obtinute la logaritmare ramine acelasi ca si in inecuatia initiala;
daca expresia se logaritmeaza in baza a, 0 < a <1, atunci semnul inecuatiei obtinute la
logaritmare se schimba 1n opus.

@ Exercitii si probleme propuse

Sa se rezolve in R inecuatia:
1. a) log,(1-x)<0; b) 190 +) <L ¢) In(3-2x)<0;
d) log, (X* -7)>-2; e) log,, (X =3x+2)>0;  f) log 5(x* —2x)> 2,
3

2. a) log, (X’ +1) >log, (3x+1); b) log, (2-x) <log, (5x-8); ¢) lg(2x+1) >log, X.
3 3 10

10

3. a) log,(x—3)—log,2x>1; b) 1g(2x—4) +1g3x < 1g(x+1).
4. a) Ig*(2x+3)-12lg(2x+3) + 20<0; b) 2log? 6x—5log, 6x+3>0;
5 5
1 1 2 2
: I -0 -1 -1 -5<0.
9 Triogx FiTogx <2 ) log;(x~1)? ~log,, (x~1) ~5<0
5. a)log,, 05>1 b) log, (0 —x* +x+2) < 3;
2x+1
x? -1 . IOgA(2_3X) .
c) Iog0,3|:IgX+3]20, d) — <0

e) log,(x-1) —log,(x+1) +log,,, 2<0; f) log, 2-10g,, 2-10g, 4x>1;

x-1
2
In6-In{10-x7) _, h) log, (log, (2~ log, X)) >1;

In(x+2)
i) X*92* +16- x %" >17, x>0; i) log,, 3x<log, (4-X).
6. a) log, | x+5|-log, |[x—1|>log, X; b) log, ,(x-4) <2
3
lo x+1
c) %>O; d) log,v20-9x >1.

7. Sasecompuni in R o inecuatie logaritmica ce are multimea solutiilor intervalul [0, +o0).

8". Sa se rezolve in R si sé se discute dupa parametrul a, ae R, inecuatia:
a) log,(1- x*) >1; b) X" >a, x>0 ¢) log, (x—a)>log, (x+1).

2
9*. Fie inecuatia (Iog2 4a+4). X +2(Iogzza)~ x+log, (a+§) >0. Sa se determine toate
a a+1l 4a

valorile parametrului real a, astfel incit inecuatia s fie adevarata pentru orice valori reale ale
lui x. (Olimpiada de Matematica a Republicii Moldova, 2012)

®



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii
5.4. Sisteme, totalitati de ecuatii exponentiale si logaritmice

Nu existd o metoda unicd si universald de rezolvare a sistemelor (totalitatilor) de ecu-
atii exponentiale si logaritmice. La rezolvarea lor vom folosi atit metode aplicate la rezolvarea
sistemelor (totalitatilor) de ecuatii algebrice, cit si metodele studiate, valabile pentru ecuatiile
ce formeaza sistemul dat (totalitatea data).

Z
%Exerci;ii rezolvate

X 02y —
1. Sa se rezolve iIn RxR sistemul {2 3 12,

27 .3*=18.
Rezolvare:
DVA: (X, y)€ RxR. Inmultind ecuatiile membru cu membru, obtinem:
2% .3 =6 = 6% =6° & x+2y=3.
Impirtind membru cu membru prima ecuatie la a doua (toti termenii ecuatiilor iau valori
2 (2Y7_2
nenule in R), obtinem 2% .3 * =2 o [ £ =- o x-2y=1
3 3 3
Rezolvarea sistemului initial se reduce la rezolvarea sistemului de ecuatii algebrice

{x+ 2y=3

2

X—2y= 1" a carui solutie este (2, 1 ) Luind in consideratie echivalenta transformarilor,

constatam ca (2, %) este solutia sistemului initial.

Raspuns: S= {(2, %)} )

2. Sa se rezolve in R ecuatia (16-4"—12-4*" 1) 1g(3x* —18x* +1) =0.
Rezolvare:

DVA: 3x®-18x*+1>0. In DVA ecuatia initiald este echivalenti cu totalitatea de
16-47"-12-4"-1=0,

lg(3x® —18x* +1) =0.

Rezolvam prima ecuatie: 16- 4> -12-4' -1=0¢ 4.4 —3-4*~1=0 si obtinem
solutia x, =0. (Verificati!)

Rezolviam ecuatia a doua 1g(3x*—18x*+1)=0. Ea este echivalenti cu ecuatia
3x® —18x* +1=1« 3x° —18x* =0, care are solutiile X, =0, X, = 6. Substituind valorile
0 i 6 in inecuatia 3x° —18x” +1> 0, ne convingem c ele apartin DVA al ecuatiei initiale.
Atunci totalitatea, deci si ecuatia initiala, are solutiile 0 si 6.

Raspuns: S={0, 6}.

ecuatii [
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(&> Exercitii si probleme propuse

1. Séserezolve in RxR sistemul de ecuatii:

a) ¥4 3 212, b) 5 — 22y = 77, ) 16x 48y,
X+y=3 5§—2y:7; =3y,
2log, X
d {|gzx+|zgy: !glO, ¢) {|Olg§ y+Ilog§ X=_l. f) 102190y =3 0955,
X +y? =16; 2log, y-log, x=3, lg(x—y) =1g40—Ig(x+ y);
) 3.3"=81 h) log, x+log, y=2, i log , (y—X)=4,
In(y+x)*>=Inx+2In3; XP—-y=3 3 +2.37%=171.

2. Saserezolve in R totalitatea de ecuatii:
Ig?(x+1) -9lg(x+1)-10=0, log,(5-x) —1I093(35— x*)=0,
a) 2x X+1 — N b) 3
2% 4214 24=0; X% =10;
) [4* +10* =2.25",

2X _ 9 X —
log, (7~ 2X) —10g, (X — 3x—5) =0, d) 5™ -2-5 )(1+3log% x) =0.

©

3. Saserezolve iIn RxR sistemul de ecuatii:

X,y 2y%-1 _

@4 =32 { el . {X a
log,(x—y) =1-log,(x+Y); X =3% x>0 XY =125, x>0;

o X = 25, o 3(2log , x— Iog1 y) =10, X2 21 x50,
4(x—2y)+logs x=9, x>0; xy =81, IX+y|=8;

) 110G X+ y =1 h) {Igy-lg(X—y)=ng-lg(X+y).
2(log, [xy)-logyy, [ x=y|=1, lgx-1g(x-y) =lgy-lg(x+y).

4. Saserezolve in R ecuatia: )
a) X*-logZ x+2xlog, x=X*-log, X+ 2xlog? x; b) 3x-8 +3x-18*=2x-27  3;
C) 5l2x 4 Gl =30+150": d) X\/|095X+X-§/|Ogsx =5I095(2x)_

5. Sa se compuna un sistem de ecuatii logaritmice si exponentiale, care in RxR:
a) are doua solutii; b) are o unica solutie; ¢) nu are nici o solutie.

6. Sase compuna un sistem de ecuatii logaritmice (exponentiale), a carui solutie sa fie perechea de
numere reale (0, 2).

7*. Sa se rezolve in RxR si sé se discute dupa parametrul a, ae R, sistemul:

5 5 32x+y +3x+3y _3,
a) {Iogy x+log, y=5 b) {Ig2 x+1g’ y=§|92 a’, 0) . (1)3x+3y oo

X+y=a’+a xy=a’, a>0, 3
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(&> Exercitii si probleme recapitulative

. Pentru functia f: R—>R:
B [0=-Dx 5 b f@=GE-x-T 9 =X
1) sa se determine zeroul,

2) sa se determine intervalul in care f ia valori pozitive;
3) sa se reprezinte graficul G,.

adaoge la aceasta suma cite 80 lei.
a) Sa se determine functia care descrie dependenta dintre suma acumulata si numarul de luni.
b) Peste cite luni ea va acumula suma de 1900 lei, necesara pentru procurarea unui calculator?

. Temperatura solului la suprafata pamintului este de 20°C, la adincimea de 2 km, temperatura este
de 90°C, iar la adincimea de 10 km —de 370°C.

a) Presupunind cd dependenta dintre temperaturd si adincime este liniara, sa se determine
aceasta functie.

b) Sa se afle temperatura solului la adincimea de 3,5 km.

. Arenda unui autoturism pentru o zi depinde de distanta parcursa si constituie (de exemplu):
41 $ pentru 100 de mile; 51,8 $ pentru 160 de mile; 63,5 $ pentru 225 de mile.

a) Sa se arate ca dependenta dintre costul arendei si numarul de mile parcurse de autoturism este
liniara si sa se determine functia respectiva.

b) Ce suma trebuie achitatd, daca autoturismul a parcurs 200 de mile?

. Sa se determine domeniul de definitie al functiei f: D - R:

1
a) f(x)=(x—1)° +(x+3)% b) f(X)=+x*-5x+6.
. Sa se determine intervalele pe care functia f: D — R ia valori pozitive, daca:
a) f()=x+x-6.  b) f(x)= %; ¢ f(x)=log,(x+2);  d) f(x)= %x—%.

. Indltimea % (de la podea) la care se afld o minge aruncat in sus se determina conform formulei
h(t) =—t> —0,5t +1,5, unde ¢ este timpul (misurat in secunde), 7€ [0; 1,5].

a) Sa se determine momentul de timp ¢ in care mingea se afla la indltimea maxima.

b) Peste cit timp mingea va cadea pe podea?

. Intr-un riu din America de Sud, nivelul apei s-a ridicat dupa ploaie. El a inceput si scadi cu 3 toli
pe ord (1 tol = 2,54 cm) si la moment este cu 3 picioare mai sus de nivelul normal (1 picior =
=30 cm). Presupunind ca nivelul apei scade uniform, sa se scrie functia de gradul I ce descrie
dependenta dintre nivelul apei (mai sus de cel normal) si timp. Peste cite ore nivelul apei va
reveni la cel normal?

. Utilizind proprietatile functiilor studiate, inclusiv graficele lor, sa se compare:
a) /720 cu ¥722; b) ¥-91 cu —3/91,2; ) (W2-1" cul;

2 2
d)37cud’,; e) log, 7w cu log,3,1; f) log,, 7 cu log,, 7’

MODULUL ~
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

17.

18",

Utilizind proprietétile functiilor studiate, sd se compare: 2

s s s
a) ¥ cu | %; b) (17)° cu (V3) ¢) (%) cu (v2)7;
d) log0’9(2—\/§) cu log,, 2; e) log 17 cu log,S.
Saserezolve in R ecuatia:
a) (3) =-1; b) 157 =3"-5"; ¢) log (|x|+2)=-2;
d) log, 3x =log., 21; e) ¥x+2=0,5-13; f) =1,

Sa se determine domeniul de definitie al functiei definite prin formula:

D S0=Br b S x ) S =(rt])

Jx*—5x—6 Y(x-2)

Sa selecteze numerele din multimea {1, V3,43 - 2} care apartin multimii de valori a functiei f

si sd se determine valorile respective ale lui x:

3
a) /(0 =Yx'; b) f(x)=x".
. . AN M\
Pentru circuitul reprezentat se stie: R, R,
R,.=225Q, R =3Q, R, =4Q. — R —
Sa se determine R,. WA
YA
St .
Folosind datele din desen, sa se determine functia 3 |
respectiva de gradul I f(x)=ax’ +bx +1. 1 T !
P S S N
/ 0 2 4 5N X

16. Un delfin sare din apa si urmeaza traseul:

__3 2
y==3¢% +20.

delfinul?

intrare Tn apa?

Un motociclist se deplaseaza pe un

a) La ce inaltime maxima deasupra apei ajunge

b) Care este distanta dintre punctele de iesire si de

YA

plan inclinat si, parcurgind o parte din B
drum prin aer, ajunge pe un alt plan e e -
inclinat. in baza datelor din desen, sa 2 | ~<
se determine functia de gradul II, a / ) | [\
carei portiune de grafic reprezinta . >

. . 0] 40 X
traiectoria ABC.

Sa se precizeze daca functia f este inversabila §i sd se determine inversa ei:
a) f1R=>R, f(x)=-3x+2; b) f:[2, ) =[-1 ), f(X)=x>—4x+3.
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19*. Sa se determine multimea valorilor functiei f: D - R:
a) f(X)=|2x|+ m; b) f(x)=(m+Dx+m-2.

20*. Numarul real pozitiv x satisface inegalitatea

MODULUL

|log, x** —logﬁ\/;|+H1—x|—|10g3)c||S(x—1)log27 X

Sa se determine numarul log, 2—f (Olimpiada de Matematica a Republicii Moldova, 2010)

(& Proba de evaluare i ~
Timp efectiy de lucry:
45 de minyte

1. Determinati valoarea de adevir a propozitiei: 2x° +1=0¢ 3-5* +15=0. 2

2. Daci vom aduna virsta tatilui si a fiului, vom obtine 52 de ani. Peste 8 ani, valoarea [
raportului dintre virsta tatalui si virsta fiului va fi egala cu 3. Aflati citi ani are tatal si citi fiul.

3. Rezolvatiin R ecuatia (Xi—l +X— 2)(100““*‘“ -2)=0. 3

4log,(x—y)+log,(x+y) =6,

4. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii { r—y=2

Timp efectiy de lucry:
90 de minute

1. Pe parcursul celor 10 luni ale unui an, veniturile unei firme de vinzare a autoturismelor au %4
—x+2,0<x<2
—2x*+20x-32, 2<x<10.
a) Reprezentati graficul veniturilor firmei.
b) Determinati:
1) in care din aceste 10 luni veniturile firmei au fost maxime;
2) perioadele in care firma a lucrat in pierdere;
3) perioadele de crestere a veniturilor;
4) perioadele de descrestere a veniturilor.

variat (in mii lei) conform legii: f(x)= {

2. Scrieti ecuatia cercului circumsris triunghiului determinat de dreapta de ecuatie y =3x+6 [k
si de axele de coordonate.

Xy
3. Rezolvatiin RxR sistemul de ecuatii {4” * =32, 2
log,(x—y)=1-log,(x+1).
4. Rezolvatiin R inecuatia 9>V —4.32-"1 12750, 7)
5. Rezolvatiin R ecuatia 36" —2-6" + a =0, unde a este parametru real. 3



Functii elementare. Ecuatii. Inecuatii

nioweled no nes/1$ [NPOW UL LINOSOUNIAU 1O (1iLIN[€310)

_

QWIQYSIS ‘IIendour) Ijendy

_

]

- [= 0+ X
7= A+4g+ x

0= A+Ax— x
0=4¢+xC
auasout()

.. mHA+k
s oHAxlAN+RL
~HNR+NR
0=dx+d4+x
20L1p2UI1S
- Tuamixﬂ
7=A+x
x “3oj < [—x M Bo]
0= 2

XN

_
B ke
s 0>——u

x *3of < (1—x)“Sof

(= 031=(+2)3|
0=Xxu[—x u|

1=481g-x3|
0=48]+x8]

Hpuior ‘owaysts

2§ ()8 “"Gor 2 (x) /301
(x)8 "So1 < (x) / "So]
201upanSop njpnoouy

e§ (0)8 8oy = (x) /S0

0=(x"Bo])}

(x)6 "Boj = (x) 4 "o

NIENAZNEX

‘0<p ‘g=(x)/ "3o|
2o1utp1v30] Mjvndg

0>%—.8-€+.¥9
1= .- &

0=.6+.6"¢
0=4T+ y&

€=.7-.%

Honi0y ouidisls
es 0<(0)f
605 U > (9, ()Y
¥oe T#e o<e .Smmv )€
avrjuauodxa 1jpnoauy
w8 (= ), (O
0=(:®)}
U3e T#e 0<B ‘8= B
¥>q‘e T#e 0<e ‘'q= e
aprjuauodxa njpnog

2§ s> Emlﬁﬁ

g OF XN < XpX

XS [-xXM

X = W\( —-¢

C=XNM—T—XN

Hpnwior ‘2waisis
es (y< 3+ @SN
(0B < ()4t
()6 > (x) 4/
apuoljpa njpndauf

ws (g = (5P + () S
N2 ()6 = (X) J o
N33 0= (X)B(x) 4
(V8=/SP

apuona1 1Mjvndgy

b+ X
0<%

0 (1—x)x
0>"9+x'g+ %%a
2<q+xp

e

0= N\m_u +dx'q+ NRSW
2=Ag+xp

lipnvior owaists
~ e g
(2 ‘s >mnes) o< %

(2 ‘s > nes)
0#DP ‘0<2+Xxq+ XD
(2 ‘s ‘>nes) g<g+xp
njpnoauy

owreourjod

. (g

—(x X = ——
(g ‘@p ‘o Xy
0#® ‘0=0+Xq+ Xe
0=Q+xe

mipnog

1iB)1[e10) ‘QUIA)SIS 1§
13eNOJUI “T1jBNd9 Ay
_
(9d1139W0U031I)
mjouny “xd 3p) AV

1NTNACIN

T#e ' yoe
%601 =(x)} "W
_
BIIU)LIBSO0]
erjounyg

T#e 'y se
Le=(x)) Tl
_

genjuduodxo
erjouny

T
fhysno

X=00U e dY

Xfy, = (x)6 e Ty b

Xfz=(X)} Mo 1Y
_

319)nd erdouny
[ed1pea enduny

THENIIUT ‘TIHENY *JIBJUIWID IHoun,g

m__wuds ‘0#®e
D+xg+ xe=(x)b Yy :6
d>qe‘pgze
‘q+xe=(x)} W<}

_

I [Npe1s 9p epoung
1 InpeJs 3p enounyg




Elemente de

MODULUL . :
8 trigonometrie

- Ochii-infeleptului vid mai depare.

-~ Proverb

O masurarea unghiurilor folosind diverse unitéti de masura;

O utilizarea cercului trigonometric la rezolvarea unor exercitii §i probleme;

O *utilizarea in diverse contexte a proprietatilor functiilor trigonometrice si a proprietatilor
functiilor trigonometrice inverse;

O identificarea si utilizarea identitatilor fundamentale ale trigonometriei si a formulelor tri-
gonometrice in diverse contexte;

O *identificarea ecuatiilor si inecuatiilor trigonometrice si aplicarea diverselor metode de
rezolvare a acestora;

O aplicarea elementelor de trigonometrie in diverse domenii.

Functii trigonometrice

1.1. Sisteme de masura pentru unghiuri si arce.
Generalizarea notiunilor de unghi si de arc

Stiati ca...

Grecii antici primii au invatat s determine distanta
de la tarm pina la corabia din mare. Observati desenul
si argumentati cum procedau grecii antici.

Concluzie: acelasi procedeu poate fi utilizat In orice
situatie de acest fel (formulati exemple). Adica ele-
mentele de trigonometrie, masurile unghiurilor sint
aplicabile in diverse domenii, inclusiv in viata cotidiana.

/1/ Masura in grade

Se stie ca fiecarui arc circular ii corespunde un unghi la centru unic determinat. in
trigonometrie se folosesc doud unitati de masura a unghiurilor: gradul si radianul.

In sistemul de masur in grade, unitatea de masura a unghiului este gradul (1°), definit
ca masura unghiului egal cu a 90-a parte din unghiul drept. Submultiplii séi sint minutul
(17), egal cu a 60-a parte din grad, si secunda (1”) — a 60-a parte din minut.

Deci, 1° =60, 1" = 60”.
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Masura unghiului alungit (desfasurat) este de 180° (de 2 ori mai mare decit a unghiului
drept); masura unghiului complet (in jurul unui punct) este de 360°.

"2 Masura in radiani
Sistemul de masura 1n radiani a unghiurilor are la baza urmatoarea afirmatie: raportul

dintre lungimea arcului circular, corespunzator unui unghi la centru, si lungimea razei cercului
este 0 marime constantd, care nu depinde de lungimea razei.

Definitie. Fie / lungimea arcului circular de raza ». Numarul o, egal cu raportul
dintre lungimea arcului circular si lungimea razei cercului, se numeste masura in
radiani a arcului (si a unghiului la centru, corespunzator acestui arc), adica

|
a=r. (1)

Daca in (1) consideram | =r, atunci ¢ = 1. Prin urmare,
in acest sistem de masura, unitatea de masura numita ra-
dian (notat rad) este masura unghiului la centru, cores-
punzator arcului circular de lungimea razei cercului (fig. 8.1).

Exemple

@1 Masura in radiani (&) a unghiului complet este 27.

Intr-adevar, cum lungimea cercului este 2ar, rezulta ca

o= m_ 27 rad, unde = 3,1416 este un numar irational.
r

Fig. 8.1

@ Masura 1n radiani a unghiului alungit este 7, iar a un-
ghiului drept este %

° Trecerea de la o unitate de masurd la alta a unui unghi se realizeaza prin

.a_180° < . . < . o .
relatia Poinias (2), unde a este masura in grade, iar & — masura in radiani a unghiului.
T

- ici a2 . _ % g
Din (2) rezulta ca a=1a5 " rad, a p 180°.
Exemple
@1 Unghiul de 45° are in radiani masura o = ﬂn’ =T
180° 4
180°-1  180°

~57°17'44".

@ Unghiul de 1 radian are in grade masura a= ~ 31416

“ Unghiuri si arce orientate

In geometrie, unghiul se considera ca reuniunea a doud semi-
drepte inchise care au aceeasi origine, insad acest concept nu poate
fi aplicat in unele domenii practice. De exemplu, nu este suficient sa
spunem ,,Rasuceste piulita cu 30°” —trebuie sd indicam si directia de
rotatie. Deseori, este necesar sa rotim un ax, o cheie cu un unghi mai
mare decit 360°. Pentru solutionarea acestor probleme, vom generaliza
notiunile de unghi si arc, examinind unghiuri si arce orientate.

©
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In plan sint doud sensuri pentru rotatia unei semi-

oan sint doud a une yh,
drepte in jurul originii sale: sensul opus miscarii acelor M
de ceasornic, numit sens pozitiv, si sensul migcarii o K 2
o
acelor de ceasornic, numit sens negativ. Sensul de » O
o

rotatie se aratd cu o sageatd (fig. 8.2). Consideram ca 1
unghiul orientat AOM este generat de semidreapta [OA, | o) A X
care se roteste in jurul originii sale. Intrucit orice unghi \/
orientat AOM are una din laturi semiaxa pozitiva [OX,
consideram pentru viitor cd unghiul AOM este deter-
minat de semidreapta [OM. In concordanta cu sensul -1
rotatiei semidreptei [OA, vom numi unghiul AOM (si Fig. 8.2
arcul pe care 1l descrie punctul A) pozitiv sau negativ.

Fie semidreapta [OM formeaza cu directia pozitiva a axei OX unghiul de masura o
(0 <o < 27). Daca semidreapta [OA mai efectueazi n (Ne N') rotatii complete, atunci

vom obtine un unghi de masura o + 27n sau & — 27N, dupa cum rotatiile se efectueaza in
sens pozitiv sau negativ. In figura 8.2 sint indicate trei unghiuri formate de semidreapta

[OK cu semidreapta [OA: un unghi de masura 90° (Sau % rad ), al doilea — de masura

450° (Sau 577: rad ), al treilea — de masura —270° (Sau —% rad ) in general, masura

oricarui unghi orientat, format de semidreptele [OK si [OA in situatia descrisa, poate fi

determinata aplicind formula: a=90°+n-360° ne Z (sau o = % +27-n, ne Z).

Definitie. Cerc trigonometric se numeste cercul de raza 1 cu centrul in originea
sistemului de coordonate.

Vom examina, de reguld, unghiuri determinate de semidreapta [OM si de semiaxa
pozitiva [Ox, unde punctul M apartine cercului trigonometric (fig. 8.2). Vom spune ca
unghiul AOM apartine cadranului I, II, IT sau IV, dupa cum punctul M apartine cadranului
I, I, III sau respectiv IV, iar punctul A apartine semidreptei [OX.

In aceste conditii se obtine o corespondent bijectiva dintre multimea unghiurilor orien-
tate (multimea arcelor) si multimea numerelor reale, avind stabilita unitatea de masura —
gradul sau radianul. Tinind cont de aceasta corespondentd, convenim ca prin o, 3 etc.
sa se noteze atit unghiul, cit i masura lui.

1.2. Functiile trigonometrice sinus, cosinus, tangenta, cotangenta,
secanta, cosecanta

Problema. Sa se determine inaltimea unui stilp de telegraf (perpendicular pe supra-
fata pamintului), folosind numai un instrument de masurat lungimea segmentelor.
Rezolvare:

Fie AB inidltimea stilpului, d — o dreaptd perpendiculara pe AB ce trece prin
punctul A (fig. 8.3). In punctul A, (A, # A) amplasam vertical (paralel cu AB) o bara

MODULUL \
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rectilinie [A,B,], a carei lungime este cunos- B
cutd. Vizual, determinam punctul O pe dreap-
ta d, astfel incit punctele O, B,, B si fie coli-

B
niare. Evident ca triunghiurile dreptunghice .
OA,B, si OAB sint asemenea, de aceea o d
0 A A
AB _ OA e unde AB=22. 0A Cum ‘

AB, OAL OA Fig. 8.3
lungimile segmentelor OA,, A B,, OA pot fi
determinate prin masurari, vom calcula lungi-
mea segmentului AB.
In baza faptului ci in triunghiurile dreptunghice (asemenea) OA,B,, OAB (fig. 8.3)
rapoartele de tipul gﬁa % au valoare constantd, au fost definite notiunile sinus,

cosinus, tangentd, cotangentd pentru marimile unghiurilor ascutite. Anume:
- AB OA AB OA
Sha =—=, Coso = tgor = ctga =
OB’ oB’ 9% on T AR
Definirea functiilor trigonometrice pentru masura unghiu- M,

lui arbitrar are ca suport urmatoarea {77777 T

Lema. Fie M (X, Y,), M(X,, Y,) puncte intr-un sistem
cartezian de coordonate XOy si Y, -y, #0. Daca semi-
dreptele [OM,, [OM, coincid (M, # O, M, # O), atunci
X, X X X

12 1 2 yl — yz
yl_ yz’ OMl OMZ, OM]_ OM2 (ﬁg 84) K2 '(1 O X

_____ T,

Fig. 8.4

Definitii. Fie cercul trigonometric si unghiul o format de semidreapta [OM cu
semiaxa pozitiva [OX (punctul M (X, y) apartine cercului trigonometric) (fig. 8.5).

* Sinusul unghiului & este ordonata punc-

tului M (adica sina =y).

Cosinusul unghiului ¢ este abscisa punc-

tului M (adica coso = X).

» Tangenta unghiului & este raportul dintre
ordonata si abscisa punctului M (adica
tga=3N% _Y 5T |k, ke Z).

cosor X 2
* Cotangenta unghiului o este raportul
-1 dintre abscisa si ordonata punctului M

>
—_
°

M(x,y)

-]

-1 o) BJALO x

Fig. 8.5 (adica ctgo = cosa :1, o #7nk, ke Z).
sno y
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Observatie. Au fost definite, de fapt, functii numerice pe submultimi ale multimii nu-
merelor reale, deoarece masura in radiani a oricdrui unghi este un numar real.

Definitii. Se numeste functie:
e sinus — functia f: R—>R, f(X)=snx;
+ cosinus — functia f: R—>R, f(X)=cosx;

* tangenta — functia f: IR\{ +kn'|keZ}—>lR f(x)=tgx;

* cotangenta — functia f: R\ {k7‘L’| keZ >R, f(x)=ctgx.

Observatie. In unele cazuri se mai folosesc si functiile:

secantd — functia f: IR\{ +kr|ke Z}%IR f(x)—secx—colsx

b

cosecantia — functia f: R\ {kn| ke Z} >R, f(x)=cosecx= ﬁ

Functiile sinus, cosinus, tangentd, cotangenta, secanta si cosecantd se noteaza sin,
cos, tg, ctg, sec si respectiv cosec si se numesc functii trigonometrice.

Z
%Exerciﬁu rezolvat

Sa se calculeze valorile functiilor trigonometrice sin, cos, tg, ctg pentru unghiurile de
masuri 0 13 -
47 3
Rezolvare:

YAl

T K1 C

Unghiurile 0, %, ) sint determinate respec- M, (1, ¥1)
I
061' 1

tiv de semidreptele [OA [OC, [OD (fig. 8.6). Cum PJ AL 0) X

-1 O\ D,

unghiurile COC, si DOD, au masurile de % si

respectiv % radiani, din triunghiurile OC,C, OD,D

obtinem OC, =CC, :ﬁ, DDlzﬁ, oD, =%, ‘
, 2 2 2 Fig. 8.6
ceea ce permite sa determindm coordonatele punc-

telor respective: A(L, 0), C (—i £) (E’ —g]
Astfel, aplicind definitiile functiilor trigonometrice, obtinem:

3 _2 &_ V2 3w 3w

SNy =g Sy =T =gy =t

o 55 {55 o 3f a5} F

sin0=0, cos0=1, tg0=0, iar ctg0 nu exista.

MODULUL ~ ]
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In mod analog se obtin valorile functiilor trigonometrice pentru unele unghiuri frecvent

folosite (tab. 1). Tabelul 1
abelu

— n|\n|xn || 2t | 3n | 5w T n n T
o (radiani)] O 512131313 1718|752/ "3|"°3
o (grade)| 0° | 30°|45°|60°|90°| 120° | 135° | 150° [180° —30° | —45° | —60° | —90°
Slsnel 0| L3281 [ VB V2] 1 | o | 1| V2| V3] 4
= 21212 2 2 2 2 2 2
(&)
<
S \3 n V3 V3 n
= tgo | O 3 1 \/é exilslté _\/5 -1 T3 0 3 -1 —\/§ eXilslté
(©)
P Bl o | 3 : e
> ctg o exilslté ‘/5 L 3 0 3 -1 _\/§ exilslta —\/5 -1 3 0

1.3. Proprietatile fundamentale ale functiilor trigonometrice

I. Functia f: RoR, f (X) = sin x

1° Domeniul de definitie. D(sin) = R, fiindca pentru fiecare o € R se determina in
mod unic ordonata punctului M de pe cercul trigonometric, unde [OM formeaza unghiul
de masura o cu semiaxa pozitiva [Ox (fig. 8.7).

2° Domeniul valorilor. E(sin) = [-1, 1]. Incluziunea [-1, 1] D E(sin) este evidenta,
fiindca pentru orice @ € R avem |sina| =]y, |<1. Y&
Incluziunea inversa [—1, 1] < E(sin) se obtine folo-
sind cercul trigonometric. Pentru orice a € [-1, 1]
examindm pe axa Oy punctul K(0, a) (fig. 8.7). Dreapta

paraleld cu axa OX ce trece prin punctul K va intersecta _é (O; llj ;\ 4
cercul trigonometric cel putin intr-un punct, M. Din '
constructie rezultd ca pentru orice unghi ¢ determinat K(0,a)t------ M
de semidreapta [OM avem sin¢ = &, adica a este o
valoare a functiei sinus. Se obtine E(sin) = [-1, 1]. -1

3° Zerourile functiei sinus sint solutiile ecuatiei Fig.8.7

sina =0, adicd y = 0. Se stie ca punctele au ordonata

zero, daca ele apartin axei Ox. In figura 8.7, acestea sint punctele A si B. Unghiurile

determinate de semidreapta [OA au masura 0+ 27 -k, ke Z, iar cele determinate de

semidreapta [OB au masura 7 + 27 - m, me Z. Reuniunea acestor doud multimi numerice

este multimea {71'k| ke Z}. Astfel, zerourile functiei sinus sint numerele xe {7rk| ke Z}.
Coordonatele punctului de intersectie a graficului functiei sinus cu axa Oy sint determi-

nate de egalitatea sin0 = 0, adica sint (0, 0).

@
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4° Periodicitatea. Din definitia functiei sinus rezulta ca sin(e+2r) =sinfe—2r)=sna,
deoarece unghiurile ¢, o £ 27 sint determinate de aceeasi semidreaptd. Aceasta inseamna
ca numdrul T =27 este perioada a functiei sinus. Sa aratam cad T =27 este perioaddi
principald a functiei sinus (perioada pozitiva minima). Presupunind ca exista o perioada mai
micd T;, T, > 0, obtinem sinx =sin(x+7;), Vxe R. In particular, pentru X = 0 avem
0 = sin0 = sinT,. Intrucit numarul T, este un zerou al functiei sinus, el are forma
T, =kr, ke Z. Unica valoare pozitiva de forma kr, ke Z, mai mica decit 27, este
T, = m. Daca r ar fi perioada, am obtine sinx =sin(x+ ), Vxe R. Aceasta relatie nu

este insa adevarata pentru orice Xe R. De exemplu, pentru Xz% avem Sin%=1 si

Sin(%ﬂt): —1. Rezultd ca 7 nu este perioada. Astfel, perioada principald a functiei

sinus este 27T.

Observatie. In baza proprietatilor functiilor periodice, conchidem ci este suficient sa
studiem proprietatile, variatia functiei sinus pe orice interval de lungime 27.

5° Semnul functiei sinus coincide cu semnul ordonatei punctului respectiv al cercului
trigonometric. Dacd o€ (27K, 7w+ 27K), ke Z, adica unghiul o apartine cadranului I
sau II, atunci functia sinus ia valori pozitive (fig. 8.8 a)). Daca o € (27K —r, 27K), ke Z,
adicd unghiul « apartine cadranului III sau IV, atunci functia sinus ia valori negative
(fig. 8.8 a)).

6° Paritatea. Dacd semidreapta [OM determina un unghi ¢, iar semidreapta [OM’
determind unghiul —« (fig. 8.8 b)), atunci punctele M, M’, ce apartin cercului trigono-
metric, sint simetrice fatd de axa Ox. in acest caz, se obtine

sin(-a) =y, =-yy =-sina,

pentru orice & € R. Prin urmare, functia sinus este o functie impara.

a) y b) y
M

'
>

Xy

S

(@)
x

Ml

Fig. 8.8
7° Monotonia. in § 2 se va arita ci functia sinus este strict crescitoare pe fiecare din

intervalele [—%+ 27K, %+ 27rk], ke Z, cu valori de la —1 pina la 1, si strict descres-

catoare pe fiecare din intervalele l:%+ 27K, %+ 27zk], ke Z, cu valori de la 1 pina

la —1.
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8° Extremele. In baza monotoniei functiei sinus, punctele % +2nk, ke Z, sint puncte
de maxim local ale acesteia i Y, = f (% + 2ﬂk)=1, iar punctele %+ 27k, ke Z, sint

punctele ei de minim local si Yy, = f (% + 27zk): -1

9° Graficul functiei sinus pe [0, 27] se construieste mai usor daca se foloseste cercul
trigonometric. Pentru a obtine, geometric, valorile aproximative ale functiei sinus (fig.
8.9), se va tine cont ca 27 = 6,28.

y
f(X)=sinx
3n J
'\/4717 X
Fig. 8.9
Pe intervalele [27, 47r], [-2n, O], ... graficul functiei sinus se obtine in baza perio-

dicitatii functiei sinus, repetind comportarea acesteia pe [0, 27].

II. Functia f: R > R, f (X) = cos X

Proprietatile functiei cosinus se obtin in mod analog cu proprietatile functiei sinus.

1° D(cos) = R.

2° E(cos) = [-1, 1].

3° Zerourile functiei cosinus sint numerele xe {%+ rck| ke Z}, iar graficul ei inter-
secteaza axa Oy in punctul (0, 1).

4° Functia cosinus este periodica, cu perioada principala 2.

5° Semnele valorilor functiei cosinus coincid cu semnele absciselor punctelor cercului
trigonometric: valorile functiei cosinus sint pozitive, daca unghiul o apartine cadranului [V

saul (xe (— % + 27K, % + an), ke Z), si negative, daca unghiul o apartine cadranu-

lui T sau 11 (ae(%mzk,%unk} ke 2).

6° Functia cosinus este pard, deoarece dacd semidreptele [OM si [OM” determina,
respectiv, unghiurile o si —¢, atunci punctele M, M ale cercului trigonometric sint simetrice
fata de axa OxX si au aceeasi abscisa. Deci, cos(—a)=cosa, o€ R.

7° Functia cosinus este strict crescatoare pe fiecare din intervalele [+ 27K, 27 + 27K],
ke Z (cadranele 111, IV), cu valori de la —1 la 1, si strict descrescatoare pe fiecare din
intervalele [27K, 7 + 27K], ke Z (cadranele I, IT), cu valori de la 1 pind la —1.

8° Pentru functia cosinus, punctele 27k, ke Z, sint puncte de maxim local si
Yoex = 1(27K) =1, iar punctele 7+ 27K, ke Z, sint puncte de minim local si
Yoin = T (7 +27k) =-1.

@
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9° O portiune a graficului functiei cosinus este reprezentata in figura 8.10.

Ya

| f (X) = cosx

/_% 7 " Z\/Sg
1t

Fig. 8.10

IIL. Functiaf: D -5 R, f (X) =tg X

1° D(tg) = IR\{ +7zk|keZ}

2° E(tg) = R. Pentru orice a € R existd un unghi o,
MP_AB _a
OP OA 1

astfel incit tgor = @, deoarece tgo =

ae( 5 2)(ﬁg 8.11).

Ordonata punctului de intersectie a semidreptei [OM cu
tangenta AB la cercul trigonometric in punctul A(1,0) este
tgo, de aceea dreapta AB se numeste dreapta tangentelor.

3° Zerourile functiei tangenta coincid cu zerourile functiei

sinus: x e {kn|ke VAR

4° Cum pentru orice o€ D(tg) avem tg(o +7) =

=a,

rB(1.9)

-1

Fig. 8.11
sn(c+r)  —sino
cos(oe+m) —cosa

| —

x<Y

=tgo, rezulta

ca functia tangenta este periodica. Se poate arata ca perioada principald a functiei tangenta

este TT.

5° Functia tangenta ia valori pozitive in cadranele I, III, unde functiile sinus si cosinus
iau valori de acelasi semn, si valori negative — in cadranele II, IV, unde functiile sinus si

cosinus iau valori de semne opuse.

6° Functia tangentd este impara, deoarece
pentru orice o € D(tg) obtinem:

_y_Sn(-0) _—sina _
to( a)_cos(—a) ~cosa 9%

7° Functia tangentd este strict crescatoare pe

fiecare din intervalele ( ~+7k, = +ﬂk) keZ
(fig. 8.12).

8° Functia tangentd nu are extreme.

YA
_ 3 1+ T 3
2| T 2 2
_25. O T X
Fig. 8.12
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9° O portiune a graficului functiei tangenta este reprezentatd in figura 8.12.

I Observatie. Dreptele y = % + 7k, ke Z, sint asimptote verticale ale graficului functiei
f(x) = tgx.

IV. Functia f: D - R, f (X) =ctg X

1° D(ctg) =R\ {7k | k € Z}.

2° E(ctg) = R (fig. 8.13). Abscisa punctului
B(a, 1) este ctger, adica a=ctge, de aceea dreap-

y
ta AB se numeste dreapta cotangentelor. 5
3° Zerourile functiei cotangenta sint numerele
T @)
€15 + 7rk| kel;.

4° Perioada principala a functiei cotangenta
este 7. Fig.8.13

\
xY

5° Functia cotangenta ia valori pozitive in ca-
dranele I, I1I si negative — in cadranele II, IV. YA

6° Functia cotangenta este impara:
ctg(—x) = —ctgx, xe D(ctg).
7° Functia cotangenta este strict descresca-
toare pe fiecare din intervalele (nk, 7 + 7k), ke Z
(fig. 8.14). -

8° Functia cotangentd nu are extreme.

ol =

|
NS
NR

9° O portiune a graficului functiei cotangenta
este reprezentata in figura 8.14.

Urmatoarele exemple se rezolva aplicind pro-
prietatile functiilor trigonometrice.

2
%Exercitii rezolvate

1. Sa se determine semnul produsului a=cos—

Fig. 8.14

27r 27t T
5 3tg cos?’ctg3

Rezolvare:

Constatam ca unghiurile de — 2” rad, — rad apartin cadranului I, unghiul de
21 . . . . 5r
3 rad — cadranului II, unghiul de ? rad — cadranului III, unghiul de 3 rad —

2n 4
3 3

ca valoarea expresiei a este un numar pozitiv.

®

cadranului TV. Cum cos%>0, sin—=>0, tg 7 >0, cos—<0, ctg%r<0, rezulta



2. Sa se determine semnul valorii expresiei

Rezolvare:

€0s10° — cos9°
2-sin2

Elemente de trigonometrie

Cum 0°<9°<10°<180°, iar functia cosinus pe [0°, 180°] este strict descrescatoare,
rezultd: cos9°>cosl10°. Deci, cosl0°—c0s9°<0, adica numdratorul este negativ.
Valoarea expresiei de la numitor este pozitivd, deoarece sin2 < 1. Prin urmare, valoarea

expresiei initiale este un numar negativ.

1.4. Identitatile fundamentale ale trigonometriei

Fie ae R, M(cosa, sine) punctul respectiv pe cercul trigonometric. Cum coordo-
natele originii sint (0,0), pentru lungimea segmentului OM (raza cercului trigonometric) se

obtine:

1= \/(cosoc —-0)* +(sina —0)* = \/cosza +sin’a.

Astfel, am obtinut identitatea fundamentald a trigonometriei:

Inmultind expresiile din definitiile functiilor tangent si cotangenti, obtinem:

sin‘o +cos’a =1, oce R.

1
tgoctgo =1 =
go.ctg sau tgo ctgor

1
tgo 2

, sau ctga =——, oc;tlk, ke Z.

Impartind ambii membri ai identititii (3) la sin’c, apoi la cos2c, obtinem:

l+ctg’a =

——, a#7k, ke Z; 1+tg’a =
sin’o

1

cos’a’

oc;t%Htk, keZ.

@ Exercitii si probleme propuse

a) 45°, 20°, 110°%;
c) —120°, -31°, 180°;

2. Sase exprime in grade masura unghiului:

o ZE T 3.
31 21 4!
o2 T T
7 42

3. Sase calculeze valoarea expresiei:
a) SiN90° + c0s270° —sin®15°;

¢) 5tgz%—2ctg%+sin27r;

1. Saseexprime in radiani masura unghiului:

b) 60°, —78°, 270°;
d) 150°, —218°, —90°.

T 3r .
b)g,fs,—Zﬂ.
T T 3
Ve 2

_cost .
b) tgm —cos 6 +ctg 3
3r

d) —4sin=-+ O,5tg% +ctg®

2

T

5

3)

MODULUL ~ ]



MODULUL '

Elemente de trigonometrie

4. Este posibil ca sinusul si cosinusul unuia si aceluiasi unghi sa fie egale respectiv cu:
1 . 43, .24 S0 0. 2 1,
a) 5§ =% b) o5 $1 ~ o5 ¢)0,3510,9; d) 73 si 73
5. Este posibil ca tangenta §i cotangenta unuia si aceluiasi unghi sa fie egale respectiv cu:
2 . 3 3. 7 J3 .23 ,
a)3s1 5 b) 7 51 =3 c)zsl 3 d)\E 251\/§+2.
6. Sase aduca la forma cea mai simpla expresia:
a) cos’a —cos'*a +sin‘a +tgor - cose; b) sino —sin’a —cosa + cos’a;
4 4 : ;
+ -5 d) (tga +ctga)(d-sino)(1+sina).
) Iriga Traga ) (tgor+ ctge)(L-sine) L+ sine)
7. Sase afle lungimea ipotenuzei si masurile unghiurilor unui triunghi dreptunghic care are catetele
de: a)4cmsi 43 cm; b) l cmsi V3 cm.
8. Sase afle masurile unghiurilor rombului cu latura de 2 cm si Indltimea de V2 em.
9. Care este distanta dintre doi qi ____________
oameni de indltimea 1,7 m, daca T~a _
unul il vede pe celalalt sub un Tt~ N
unghi de 1°? o=
10. Sase determine domeniul de definitie al functiei f: D — R:
X 1
f(xX)=ctg=; =—0; =tgx- .
a) T(X) 92’ b) f(x) tg2x’ c) f(x)=tgx-ctgx
- . . o b 5 5t
11. Sa se determine semnul produsului cos110 Sm?cos(—lo )ctg 2 |
12. Fiefunctia f:D—>R, f(X)=sin XCOSth%. Sa se calculeze:
T A _2r) on
) f(—z), b) f( 3), 0 f( 3), Q) f(3).
13. Folosind monotonia functiilor trigonometrice, sa se determine semnul valorii expresiei:
. . T
3 . 19100°~1g160° _ ) 191117~ 1g105° 9 snl-snz
sin(-10°) —sin(—20°)° sin15° —cos10°’ t 5t '
g 5 tg 2
14. Sase determine paritatea functiei definite prin formula:
a) f(x)=sinx+cosx; b) f(x)=sin’x+2; ¢) f(x)=sin2x+sin’x.
15%. Sa se afle multimea valorilor functiei definite prin formula:
1 4
= ) f =—, f =
a) f(x)=3cosx; b) f(X) Snx’ c) T(x) coSX
16”. Sa se reprezinte grafic functia definita prin formula:

a) f(x):cos(g—x); b) f(x)=3sin2x; c¢) f(x)=|cosx|; d) f(x):%|sinx|.

®



Elemente de trigonometrie
Transformari ale expresiilor trigonometrice

2.1. Formule pentru functiile trigonometrice ale sumei
si diferentei de unghiuri

a)Fie a2, o, fe[0, 2r), C(cos(a—P), sin(a—pB)) Y 1 Mx(cosp, sinfj)
m(£LAOM,) = B, m(£LAOM,) =a,
unde A(L, 0), M, (cose, sina),

M, (cos 3, sin B) sint puncte de pe cer- o—p
cul trigonometric (fig. 8.15). 1 o B A1,0)
Sa calculam cos(a— f3). Fie Cun 0O X

punct pe cercul trigonometric, astfel in-

cit [ e =1 son, — 14, Aceastain-
seamna ca M(LAOC)=a - f. .

Cum arcele AM,C si M,CM, au Mi(cosa, sina) |1
aceeasi masurd, rezulta ca si coardele Fig. 8.15

ce le subintind sint congruente, adica

AC =MM,. Tinind seama de coordonatele punctelor AQ 0), M,(cosp, sinf),
C(cos(a - B), sin(a—B)), M,(cosa, sine) si aplicind formula distantei dintre doua
puncte, obtinem:

AC? = (cos(ax— B)-1)* + (sin(ec — B) —0)* =

=cos’ (o — B) — 2cos(a — B) +1+sin*(a — B) = 2— 2cos(o — B); )

M, M, =(coso —cos B)* + (sina —sin B)* = cos’a — 2 cosa cos B +cos’ B +sin’o —
—2sinosin B +sin’ =2 —2(cosoccos  +sinasin ). )
Din (1) si (2) obtinem: cos(cx — 8) = cosacosfB +sinasin . 3)

b) Fie f>a, a, B0, 2r). Cum functia cosinus este para, rezulta ca

cos(a — B) = cos(B — o). Aplicind formula (3), obtinem:
cos(ar — B) = cos( —ar) = cos B cosa + Sin Bsine = cosae cos B +sinasin .

Se stie ¢d orice numere reale o', B* (care sint masurile unor unghiuri in radiani) pot
fi scrise sub forma o =a+2kw, B* = +2nm, k, ne Z, unde «, B[O, 2r). Astfel,
pentru orice numere reale ¢, 3, tinind cont de periodicitatea functiilor sinus, cosinus, obtinem
formula:

cos(or — B) = coso cosf +sinaesin B, pentru orice o, B € R. @)

Deoarece cos(a + ) = cogo — (— )] = cosa cos(—f) + sinasin(—f3), luind in consi-
deratie paritatea functiilor trigonometrice respective, obtinem:

cos(ar + B) = cosoccosf —sinacsin B, pentru orice o, B € R. (5)

Exemple

——1U|= — +9nzsnt=9nt.
L1 COS( > t) COs 2 cost+s 2 sint=sint

MODULUL ~
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& Substituind in formula din exemplul €1 tcu % —t, obtinem

gn(g_t)=cos(g_(g_t))=cost.

Vom deduce formula pentru sin(c — f3), aplicind formula (5) si cea din exemplul € :
sin(e—-B) = cos[%— (o — ﬁ)] = cos[(%—a)+ [3] =

=cos(%—a)cosﬁ —sin(%—a)sinﬁ =sino cosf —cosasin .

Astfel, am obtinut formula

sin(ce — B) =sinoccos B — cosasin B, pentru orice ¢, € R. (6)

inlocuind in (6) B cu —B si aplicind proprietitile functiilor trigonometrice, obtinem
(demonstrati!) urmatoarea formula:

sin(x + B) =sinccosfB + cosasin B, pentru orice «, B € R. (7)

Z
%Exercitiu rezolvat

Si lculeze sintZ%.
a S€ calculeze Sn 12

Rezolvare:

sin 72 sm(n ”) sinZcos™ + cosZsin ﬁg %%Z—(\/_-H/_)

Vi3
1 3 4 3 4 34 2

Similar se deduc formulele:

t t
oo+ p) =100 @

tgor —tgf3
_ﬂ)_l+tgatgﬁ (®)

pentru orice o, B€ R, astfel incit exista tangentele res-

pective si 1+ tgartgB #0.

Exercitiu. Deduceti formulele (8), aplicind formulele (4)—(7).

2.2. Formulele de reducere
Se stie ca orice unghi § masurat in radiani poate fi scris sub forma =%k+o¢,
keZ, 0<a< % Atunci, in baza formulelor din secventa 2.1, calculul valorilor functiilor

trigonometrice pentru un unghi arbitrar 3 poate fi redus la calculul valorilor lor pentru un
unghi ascutit o.

Exemple

@ sin(x+m)=sinocosr +cososint =—-1-sinoe =-sinc.

@
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e sin(%ﬂx): sinlcosa + coszsina = COS(;

2 2
T _ E o Z . g
cos(§+a)_coszcosa snZsina =-sina.
sin(gﬂx)
€ tg(%rﬂsztg(&z +%+oc):tg(%+a): = oS =-tgo.

T = 14104
COS §+OC

I Observatie. Functia sin (functia tg) se numeste cofunctie a functiei cos (functiei ctg)
si invers.

Pentru facilitarea calculului valorilor functiilor trigonometrice, pot fi aplicate doua reguli,
numite reguli (formule) de reducere:
1) valoarea oricarei functii trigonometrice de unghiul = %k to, ke Z, este egala

cu valoarea functiei trigonometrice de acelagi nume de unghiul o pentru K numar

par si este egald cu valoarea cofunctiei trigonometrice corespunzatoare de un-
ghiul o pentru K numar impar;

2) semnul rezultatului coincide cu semnul valorii functiei trigonometrice initiale, tinind

cont de cadranul in care se afla unghiul %kia si considerind ca o e [0, %:I

(indiferent de masura unghiului o).

Z
%Excrcitiu rezolvat

Sa se calculeze sin1020°.

Rezolvare:
sin1020°=sin(90°-11+30°) = —co0s30°= —@, deoarece k= 11 este numar impar si

1020° apartine cadranului I'V, unde valoarea functiei sinus este numar negativ.

2.3. Formule pentru functii trigonometrice ale multiplilor unui unghi

Considerind 8 = o in formulele (5) si (7), obtinem:

cos20 = cos’or —sin’or, Sin2o = 2SN cose, 9)

numite formule ale cosinusului si sinusului unghiului dublu.
Considerind 8 = in prima dintre formulele (8) si tgo,, tg2 o definite, obtinem urmatoarea
formula pentru tangenta de unghi dublu:

tg2a:2t—goj, a¢(2n+1)7r1 ¢(2n+1)7r’ el. (10)
1-tg°o 2 4
Pentru functiile trigonometrice de unghi triplu avem formulele:
sin3a =3sino — 4sin’e, cos3a =4cos’a —3cosa. (11)

MODULUL ~



| Exercifiu. Deduceti formulele (10) si (11).

Vom deduce doua formule, numite formule de micsorare a puterii functiilor
trigonometrice:

‘ Elemente de trigonometrie
—
5
—
o)
&)
@)
=

cos2a = cos’or —sin’o

cos2a =2cos’a—1 cos2a =1-2sin’a
| |
cos’o = 1+C(2)s2a sin’o = 1—0(2)5205 (12)

Aplicind formulele (12), putem micsora puterile cu exponent par ale functiilor tri-
gonometrice, reducindu-le la cele de ordinul 1.
T_T -
3 4

1o

2¢
11 o6 cos® 4 sinZgn® o i (L V2 V3 V2 1 1
_2+2(c0530034+sm3sm4) 2+2(2 >t ]_2+8(«/§+\/§).

Exemplu 7r
CO§£:%_1+ 1003&:1
24 2 2 2 12 2

2

2.4. Formulele de transformare a sumelor in produse

. . s fotB a=-B) . (a+tB o-fB +B _a-p

Avem sma+sm[3—sm( > )+sm( 5 5 —sn? 5 OS5+
a+p . o= oc+ﬁ o= o+B.oa-B . a+f _o- ﬁ
+C0S— = SiN— = +8n——~cos— " —cos——sn— =2sin 5 oS

Deci, sino+sinf=2sin 2[3008 ;B,pentruorice o,BeR.

Similar, sina—sin,B:ZCOSOC;ﬁsina;ﬁ
cosa+cos[3:2005a;ﬁcosa;ﬂ (13)
cosa—cosﬁ:—Zsin#sina;ﬂ,
pentru orice o, B R.

Exercitiu. Deduceti formulele (13).

Z
%Exercitiu rezolvat

Sé se aducad la forma cea mai simpla expresia Sin (X+ %)+ COS(% - X).
Rezolvare:

sin(x+%)+cos(%— x):sin(x+%)+sin(x—%): Zsinxcos%: Zﬁsinx:\/isinx.

®
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Formulele (13) au o aplicatie importantd la demonstrarea monotoniei functiilor
trigonometrice (a se vedea §1).

Fie —%Saquzﬁg. Pentru diferenta A=sina,—-Sna, se obtine
. 0, - o, to o, -0 T o, +o T T < <
A=2sn—2_—"tcos—=—2. Cum =2—2€|0,=|, =2—e|-=,Z| rezultd ca
2 2 2 2 2 2°2
a, +o

. - o . . . . ..
sn—=—>0, COS% >0, A>0. Prin urmare, Sine, >sSine, si functia sinus pe

intervalul indicat este strict crescatoare.

in mod analog poate fi demonstrati monotonia functiilor cosinus, tangenti, cotangenti
(enuntata 1n §1). (Demonstrati!)

(&> Exercitii si probleme propuse

1. Sasecalculeze:

a) 3cos0°—2si n% + 6tgr; b) sin270° + %ct990° —2c0s0°%
¢) tg60°cos60° — 4sin90° cos45°; d) cos60° + %tg 30°-sin30°.
2. Sase calculeze valoarea expresiei:
a) E= cos%+ cos%+ cos%+ cosr; b) E= ctg%+ ctg%+ ctg%+ ctg%.
3. Sise determine Sine, cos, tgor, ctgo, daci:
a) coso :g si e (O, 7;), b) ctgor =15 si o apartine cadranului I;
c)sina:% siae(o,’;); d) tgor =2 siae(o,g).

4. Sase calculeze:
a) cos(a— B), cos(e+ B), sin(e— B), sin(ec + B), sin2a, cos2e:, tg2c, stiind ca

_4 7 sisinB=2 7\
cosoc—s, ae(O, 2), si smﬂ—4,ﬁe(0, 2),
b) tg(e + B), tg(e— B), tg2c, tg2f, stiind ca cosa:%, ae(o,g), si cosﬁ:%,
ﬁe(O,g}

5. Sase calculeze:
;B o o i AN° ar T G AT T
a) sin50° cos40° + cos50°sin40°; b) 00515 coslo+sm 155m10,

; o o_ o ain(—70°): T oos” _gnfgnl
¢) sin110°cos70° — cos110°sin(—70°); d) cos7cos10 sm7sm10.

6. Sa se determine daca exista un unghi o, astfel incit:

ing =3 _4. ing =40 _8.
a) sma_S, cosa—5, b) sina = IR cosa—41,
0) tga:g, ctgar =1,25; d) tgor =+/5-2, ctgar =+/5+ 2.

MODULUL ~
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>

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
a) cos’or +2sin‘o —1; b) 2sino cose ctg2c; ¢) sin’2a +cos’ 20 + ctg’2a;
. i 1-coso cos2o+sin2oc+1
t 2 2., D: Siho _ ;
d tg'asin‘e ~1); 2 l-cosac  sinax b coso

Utilizind formulele de micsorare a puterii, sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
a) sin’a - cos’; b) sin’o —cos2a; ¢) cos’o +cos 20

Sa se afle sina cosa, dacd sinoc+ cosor = 0,6, oce R.

m

Si se afle tg’o + ctg’er, dacd tga +ctgor =25, oce R\ {2

ne Z}.

Sa se arate ¢, oricare ar fi o, f € R, are loc egalitatea:

a) sin(a + fB)sin(er — B) =sin’or —sin’ B;

b) cos(e + B)cos(cx — B) = cos’cx —sin’ B;

¢) cos(a + B)cos(a — B) = cos’ B —sin’a;

d) (sina+sin B)(sine —sin B) = (coso + cos ) (cosf — cosar).

Sa se demonstreze identitatea:

4 —_anl . V4 _ T
a) 008(4—05)—sm(4+a), b) ctg(4+a)_tg(4—a)_

Sa se demonstreze ca:
a) sin’a(1+ctga) —sinor = cosa — cos’a(1+ tga), daci are R\ {

b) \/1+coscx _\/1—cosa ~ 2 daca ae(o,”);

m
2

ne Z};

1-cosor V1+cosa  tga 2
Sino +2sin 2o +sin 3o 1 < 7N
= , d a#z—+"—, ne’Z
) COSx + 2C0S20 + cos3xe  ctg2o aca 4 2 "¢
C0Sor — C0S3 + COS50 — CoS 7 1 < T
> : : . = , d #-+m, ne Z.
) Sino+sin3o+sinba +sin7o ctgo aca o 2 <
Sa se calculeze:
a) w, daci cosar=—1 sirm <a<3—”; b) cos’cx —sin’B, daci sin’o —cos’ 8 =0.,8;
ctgor 3 2
sino —cosa oo 1) N _ _ B
c) Sina foosa’ daca tg 2 =73 d) tg(o+ B +7), stiind ca tgor =2, tgff =—1, tgy =1.

Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
(o — Jetgo +4/tgo
a) cos' (7 — ) ; b NE9X V9% daca O<a<£, az+Z.

; ) )
cos4(a—3g)+sin4(a+3ﬂ)—l Velge —tga 2 4

2
Sa se demonstreze identitatea:
a) Sin2xsin2f =sin’*(a + B) —sin’(a— B), unde o, Be R;
sin‘a+cos*or—1_ 2

b ==, unde aeR;
) sin‘e+cos‘a—1_ 3"

sny I o o .
c) Cos0.CoSB tga + tgf, unde o, B, y sint masurile unghiurilor unui triunghi;

d) tgo + tgp + tgy = tger tgB tgy, unde o, B, y sint masurile unghiurilor unui triunghi.
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17. Sa se arate ca daca:
a) cosB+cosC=sinB+sinC, atunci AABC este dreptunghic;

b) sSinB+cosB=sinC+cosC, atunci AABC este dreptunghic sau isoscel;

A B__.B__A . . .
zcosi =sn 5 cos 5 atunci AABC este isoscel;

d) cosA+ cosB —cos(A+ B) ==, atunci AABC este echilateral.

¢) sin

18. Sase afle inaltimea trapezului dreptunghic circumscris unui cerc, dacd masura unghiului ascutit
al trapezului este a, iar perimetrul lui este P.

19. Sa se compuna:
a) o identitate trigonometrica;
b) o problema de geometrie, a carei rezolvare necesita aplicarea elementelor de trigonometrie.

20. Sase formuleze exemple din diverse domenii de aplicare a elementelor de trigonometrie.

Ecuatii trigonometrice

3.1. Functii trigonometrice inverse

La transformarea expresiilor trigonometrice (a se vedea §2) apar situatii In care este
necesar sd se determine valoarea unei functii trigonometrice fiind cunoscuta valoarea
altei functii trigonometrice de acelasi unghi sau de un multiplu (submultiplu) al sdu. Acest
fapt (si multe altele) fac oportuna problema de a determina unghiul fiind cunoscuta valoarea
unei functii trigonometrice de acest unghi. Vom examina functiile trigonometrice numai pe
domeniile unde ele sint inversabile, deci anumite restrictii ale acestora. Anume, vom examina
functiile:

fl:[ ’; ’;]—>[ 11, f,()=sinx; f,:[0,7]>[-11], f,(X)=cosx;

2’2

Aceste functii sint inversabile. Inversele lor se noteaza respectiv cu arcsin, arccos,

=9

arctg, arcctg si se citesc ,,arcsinus”, ,,arccosinus”, ,,arctangenta”, ,,arccotangenta”.

f3:( T ”)—)IR f,(0)=tgx, f, (0,7) >R, f,(x)=ctgx.

Definitie. Functiile arcsin: [-1, 1 —>[ > 2] 0,(X) =arcsinx;
arccos: [-1,1] =[O0, 7], g,(X)=arccosx;
arctg: IR—>( > 2) 0.(X) =arctgx;

arcctg: R— (0, ), g,(Xx)=arcctgx,

se numesc functii trigonometrice inverse.

MODULUL ~
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Asadar, in baza definitiei functiei inverse, obtinem:

arcsinx=y<siny=x, xe[-11], ye [—%%] (1)
arccosx=Yy & cosy =X, xe[-11], ye[O, x]; (2)
actgx=yotgy=X%, XeR, ye (—%%) 3)
arcctgx=y < ctgy =X, Xxe R, ye (0, ). 4)
Exemple
L1 arcsin%:%, fiindca %e [—%%] si sin%:%;

: 1)\ 2« 2 . 2 1
& arccos| —= |=—==, deoarece =€ [0, r] si cOS—=—=.
{ 2 ) 3 3 cl07l s cosr=-73
Pentru determinarea valorilor functiilor trigonometrice inverse se pot folosi tabelele de
valori ale functiilor sinus, cosinus, tangenta, cotangenta pe intervalele respective, schimbind

rolurile valorilor argumentelor si valorilor functiilor (tab. 2, 3).

Tabelul 2
X -1 = ﬁ — Q — l 0 l Q ﬁ 1
2 2 2 2 2 2
arcsinx | - % | _ %X | _ & | _& 0 s s s T
2 3 4 6 6 4 3 2
arccosx | 7 B3 3z 2z £ i i i 0
6 4 3 2 3 4 6
Tabelul 3

NE)

=
|

>

|
|

S w|§|

S

w8 [y w|§|

arctg x -z -z -= 0 z T
3 4 6 4 3

St RY/4 2 T Ve Ve

arcctg x — — = = il z
6 4 3 2 4 6

Se poate demonstra ca:

arcsin(—x) = —arcsinx, xe R; arctg(—x) =—arctgx, xe R;
arccos(—x) =m —arccosx, xe R;  arcctg(—x) = —arcctgx, xe R.

Din definitia functiilor trigonometrice inverse si din relatiile (1)—(4) rezulta relatiile
(identitatile) (5)—(9):

sin(arcsinx) =X, xe[-11]; arcsin(sinx) =X, Xe [—%%] 5)
cos(arccosx) = X, Xe[-1 1]; arccos(cosx) =X, Xe [0, x]. (6)

®
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tg(arctgx) = x, xe R; arctg(tgx) =X, XG( Z 75) (7)
ctg(arcctgx) = X, xe R; arcctg(ctgx) = x, xe (0, «). (8)

sin(arccosx) =+1-x*, xe[-11];
cos(arcsinx) =+/1-x*, xe [-1,1]; 9)

arcsinx+ arccosx_3 xe[-11.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se afle domeniile de definitie ale functiilor f, h:D — R, f(x)=arccos(2x-1),
X—3
h(x) = -—
(X) =arctg 5% _ 72
Rezolvare:
In baza definitiei functiei arccosinus, avem —1<2x—1<1, de unde 0< x<1. Astfel,

D(f) =[O0, 1]. Argumentul functiei arccotangenta poate lua orice valoare reala, deci este

suficient ca numitorul raportului 2);_32 sanuiavaloarea 0. Astfel, D(h) = (e, DU (1, +o).

Graficele functiilor trigonometrice inverse sint simetrice graficelor functiilor trigo-
nometrice respective f,, f,, f;, f, de la inceputul secventei 3.1 fatd de bisectoarea
cadranelor I si III. Graficele functiilor arcsin, arccos, arctg si arcctg sint reprezentate in
harta notionald ,,Functii trigonometrice §i proprietatile lor” a modulului.

3.2. Ecuatii trigonometrice

Problema. Aria suprafetei laterale a unei piramide triunghiulare regulate este de 2 ori
mai mare decit aria bazei. Sa se afle masura unghiului CDB de la virful piramidei (fig. 8.16).

Rezolvare:

Fie AB=a, m(ZCDE) o, unde DELBC. D

Avem %/—a \/_ si .o/ =% -DE. Cum CE_E’ din ‘
triunghiul CED (m(A E) =90°) obtinem:
DE—ctgoc DE=CE- ctga—— ctgo. Deoarece B
CE 2 2 [ N A )
ool = 2.0/, , obtinem 3a- Ctgoc 2.2 S Ctgoc:?B. E

Astfel, problema s-a redus la rezolvarea ecuatiei C

V3 o . Fig. 8.16

Ctgoczg, care este o ecuatie trigonometrica.

Rezolvind aceastd ecuatie (mai jos vom studia metoda ei de rezolvare) si luind in

consideratie ca ZCDE este ascutit, obtinem m(£CDE) = arcctgg = % =60°.

Deci, m(£CDB)=2-m(£ZCDE) =120°. Raspuns: 120°.

MODULUL ~
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Definitie. Ecuatiile care contin necunoscuta (necunoscutele) numai la argumentul
functiilor trigonometrice se numesc ecuatii trigonometrice.

/1/ Ecuatii trigonometrice fundamentale

Definitie. Ecuatiile trigonometrice de tipul sinX = &, cosX = a, tgX = @, ctgx = a,
unde ae R, se numesc ecuatii trigonometrice fundamentale.

Sa determinam formulele de calcul al solutiilor ecuatiilor trigonometrice fundamentale.
Sint posibile doua modalitati de ilustrare a solutiilor acestor ecuatii:

1) folosind cercul trigonometric;

2) utilizind graficele functiilor trigonometrice.

1/ Ecuatia sinX = a

DVA: xe R. Vom ilustra rezolvarea y
ecuatiei date folosind cercul trigonometric.
Fie cercul trigonometric si dreapta y = a y=aa>1
(fig. 8.17). Solutiile ecuatiei sin X = a sint B,0,1) y=aa=1
masurile unghiurilor (in radiani sau in / \
grade) formate de semiaxa pozitiva [OX M, a_ y=a\-l<a<l
cu semidreptele ([OM,, [OM,, etc.) co- 7T— ailcsin . M.
respunzatoare punctelor pe cerc care au AL 0)
ordonata a. Deci, daca | a|> 1, ecuatia AL 0) © X
sin X = anu are solutii.

Daca a = 1, atunci unicul punct care
are ordonata 1 (punctul de intersectie a B0 - 1)V:aa:_1
cercului cu dreapta y = 1) este B,(0, 1). o y=a a<_1
Prin urmare, o solutie particulara a ecua- )
O R Fig. 8.17
tiei sinX=1 este X, =5 Tinind cont de
periodicitatea functiei sinus, obtinem toate
solutiile ecuatiei sin X=1:

x:%+27m,ne Z. (10)
Similar, pentru a=—1 (punctul B (0, —1)) obtinem toate solutiile ecuatiei sin X=—1:
x:—%+27m, ne Z. (11)

Daca a = 0, atunci pe cerc exista punctele A (1, 0) si A(~1, 0) cu ordonata 0. Astfel,
solutii particulare ale ecuatiei sinx=0 sint X, =0 si X, = 7.

Luind in consideratie periodicitatea functiei sinus, obtinem toate solutiile ecuatiei
sinX=0: x=0+2m, ne Z, x=n+2an, ne Z, saureuniunea lor:

X=mn, ne Z. (12)
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Daca ae (-1, 0)U(0,1), atunci dreapta y = a intersecteaza cercul trigonometric
(fig. 8.17) in doud puncte, M, si M,, cu ordonata a. Aceste puncte sint simetrice fatd de
axa ordonatelor. Deci, solutii particulare ale ecuatiei sinX = a sint X, =arcsina,
X, = —arcsina. in baza periodicititii functiei sinus, obtinem formulele de calcul al tuturor
solutiilor ecuatiei sin x=apentru a€ (-1, 0)U (0, 1):

X=arcsina+ 2zn, ne Z,
[x:n—arcsina+ 2m, ne Z.

Aceste formule pot fi unite Intr-o singura formula:

x= (-1 arcsina+nk, ke Z. (13)

Observam ca din (13), pentru a = 1, a = —1, a = 0, obtinem, respectiv, solutiile
(10)—(12). Prin urmare, (13) este formula de calcul al tuturor solutiilor ecuatiei trigonome-
trice fundamentale sinx=a, ae[-11]].

Astfel, multimea solutiilor ecuatiei Sinx=a, ae [-1, 1], este:

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia SINX=

S ={(-1)* arcsina + k| ke Z}.

V3
5
Rezolvare:
Aplicind formula (13), obtinem:
x=(-1" arcsin§+7rk, ke Z, sau x=(-1" %-H‘Ek, ke Z.
Raspuns: S ={(-1)" .%+ nk|ke Z.

Observatie. Ecuatia sinX=a, unde ae [-1, 1], are in multimea R o infinitate de solutii.
Acest fapt poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersectie a graficelor functiilor
f(X)=sinx si g(x) =a (fig. 8.18).

2\
TN I gx)=a TN
2n/; N o/, \Z 2n/, 37,
/ arcsina 7 — arbsini/Zﬂ + arcsina N X
1t

fix)=sinx
Fig. 8.18

ﬁe! Larezolvarea ecuatiilor (inecuatiilor) trigonometrice se va lua in considera- H
9

Atent
” tie ca arcsinae [—% %] si arcsin(—a) =—arcsina.

MODULUL ~ ]
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2| Ecuatia cosx = a

MODULUL ' ]

Exercitiu. Deduceti formula (14).
2
Exercitiu rezolvat
Sa se rezolve in R ecuatia cosx = —%.
Rezolvare:

Conform formulei (14), obtinem solutiile:

2

2r

Raspuns: S={ 3

==+ 2mk| ke z}

functiilor f(X)=cosx si g(x)=a (ﬁg 8.20).

x =tarccos (—%}L 2nk, ke Z < x=i(7r—arccosl)+ 21k, ke Z,

de unde X:i(n—%)+2ﬂk, ke Z. Prin urmare, X:i%+27zk, ke Z.

Y
DVA: xe R. Fie cercul trigonometric si  _ D,
dreapta X = a (fig. 8.19). y N,
Solutiile ecuatiei cos X = a sint masurile un- :
ghiurilor formate de semiaxa pozitiva [OX cu
. x
semidreptele ([ON,, [ON,, [OD,, [OD, etc.) C, aepsa e, .
corespunzatoare punctelor pe cerc care au abs- oN |¥
cisa a. Astfel, dacd |a|>1, ecuatia cosx=a T % [ - =
.. I A A
nu are solutii. © K © |
Similar cu ecuatia Sinx=a, utilizind figu- f|‘|>' > f ‘ff
ra 8.19 si tinind cont de periodicitatea functiei co- x D, N, XX
sinus, obtinem formula de calcul al tuturor soluti-
ilor ecuatiei fundamentale cosx=a, ae[-1 1]: Fig. 8.19
X=ztarccosa+ 2an, ne Z.
Deci, multimea solutiilor ecuatiei cosSX = a, ae[-1, 1], este:
={iarccosa+27rk|ke Z}. (14)

Observatie. Ecuatia cosx=a, unde ae[-11], are in multimea R o infinitate de
solutii. Acest fapt poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersectie a graficelor

_5_7[ 3 z % f(x) =cosx 5_7r
2/ o - z/ \2 n 2/ m No
/ ' \ AW ' V4 ' \
\/—arccosa 1 arccosw gx)=a
Fig. 8.20

faptul ca arccosac [0, 7] si arccos(—a) = — arccosa.

®

Ate""e La rezolvarea ecuatiilor (inecuatiilor) trigonometrice se va tine cont de H
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3! Ecuatia tgx = a
DVA: xe R\{%+kﬂ:|ke Z}.

Cum E(tg) =R, rezulta ca ecuatia tg x=a
are solutii pentru orice a€ R.

Vom ilustra rezolvarea ecuatiei tgx=a folo-
sind cercul trigonometric si axa tangentelor AT
(fig. 8.21). Pentru orice numar a, pe axa tangen-
telor este un unic punct T(1, &), a carui ordonata
este a. Dreapta OT intersecteaza cercul trigono-
metric in doua puncte (P si P)). Deci, exista doua
unghiuri o §i 7+ « a caror tangenta este a, unde

a>0

>
<Y

Fig.8.21
T omY ..

oe|l—=,% |si o=arctga.

Atunci, o solutie particulard a ecuatiei tg X =aeste X, =arctga. Similar cu rezolvarea
ecuatiilor sinX=a, cosX=a, utilizind figura 8.21 si tinind cont de periodicitatea functiei
tangenta, obtinem formula de calcul al tuturor solutiilor ecuatiei fundamentale tgx=a, a€ R:

x=arctga+n, ne Z.
Pentru a= 0 obtinem formula de calcul al tuturor solutiilor ecuatiei tg X = 0:
X=7mn, ne Z.
Prin urmare, multimea solutiilor ecuatiei tgx=a, ac R, este:

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia tgx= —\/§.

(15)

S= {arctga+n7r|ne Z}.

Rezolvare:

Conform formulei (15), X = arctg (—«/§)+n7t, ne Z < x=-arctg J3+n7m, nez, de

unde x=—%+n7r, neZ.
| /

Raspuns: S:{ 3

+n7t|ne Z}.

Observatie. Ecuatia tgX =a, a€ R,
g)=a

are in multimea R\ {% + k7r| ke Z}

(VRS
3
N

N‘gi’

arctg ¢

o infinitate de solutii. Acest fapt este

ilustrat prin abscisele punctelor de
intersectie a graficelor functiilor
f(x) =tgxsi g(x) = a (fig. 8.22).

Fig. 8.22

MODULUL ~ ]
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A " eﬂﬂe - Larezolvarea ecuatiilor (inecuatiilor) trigonometrice se va lua in conside- H

” ratie ca arctgae( 7; 7;) si arctg(—a) =—arctga.

4| Ecuatia ctgx = a

DVA: xeR\{mk|keZ}. Cum E(ctg)=R, Al a>0
rezultd ca ecuatia CtgxX=a are solutii pentru orice -
aeR.

Vom ilustra rezolvarea ecuatiei CtgX=a folosind
cercul trigonometric si axa cotangentelor AT x
(fig. 8.23). e)

Similar cu ecuatia tgx=a, pentru ecuatia fun-
damentald ctgx=a, ae R, avem formula de calcul
al tuturor solutiilor ei:

x=arcctga+n, ne Z. A,

<Y

Pentru a = 0 obtinem formula de calcul al tuturor Fig. 8.23
solutiilor ecuatiei ctgx=0:

x=%+7m, neZ.

Deci, multimea solutiilor ecuatiei ctgx=a, ac R, este:

S={arcctga+7m|ne Z}. (16)

Exercitiu. Deduceti formula (16).

Observatie. Ecuatia ctgx=a, ae R, are o infinitate de solutii in multimea
R\ {nk| ke Z}. Acest fapt poate fi ilustrat prin abscisele punctelor de intersectie a
graficului functiei f(X)=ctgX cu dreapta g(x) = a. (Construiti!)

A " enue La rezolvarea ecuatiilor (inecuatiilor) trigonometrice se va tine cont de H
faptul ca arcctgae (O, ) si arcctg(—a) = —arcctga.

Z
%Exercigiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia ctgx= —J3.

Rezolvare:
Conform formulei (16), X= arcctg(—\/é) +m, NeZ & X=m— arcctg\/§ +7mm, ne Z.

. 5t
Prin urmare, x:?+7m, ne Z.

Raspuns: S={5?ﬂ+7m|ne Z}.
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Ecuatii trigonometrice de tipul f(sinx) = 0, f(cosx) = 0, f(tgx) = 0, f(ctgx) =0

Ecuatiile In care necunoscuta este argument numai al unei functii trigonometrice se rezolva,
de reguld, prin metoda utilizarii necunoscutei auxiliare, care reduce ecuatia initiald la o

ecuatie care nu contine functii trigonometrice.
Z
Exercitiu rezolvat

Si se rezolve in R ecuatia cos’x +2sinx+2=0.

Rezolvare:

DVA: xe R. Cum cos’x =1—sin’x, obtinem ecuatia echivalentd sin’x —2sinx —3=0.
Fie sinx=t, unde |t|<1. Atunci, din ultima ecuatic obtinem ecuatia algebrica

de gradul I t* -2t -3=0, cu solutiile t =—1,t, = 3. Valoarea t, = 3 nu satisface con-
ditia |t]|<1. Revenind la necunoscuta X, obtinem ecuatia SinX=-1, de unde

x=—%+ 2k, ke Z.

Raspuns: S = {—%+2kn| ke Z}.

A .o . .
) 3/ Ecuatii trigonometrice omogene

Definitie. Ecuatiile trigonometrice de forma

a,sin"x+a, sin""'xcosx+...+a,sinxcos" " 'x+a, cos"x =0 (17)
se numesc ecuatii trigonometrice omogene de gradul n, ne N*, in sin X
si cos X.

Ecuatiile de forma (17) (daca a, # 0) se rezolva prin impartirea ambilor membri la
cos"x (la sin"x pentru a,#0), daca cosx (respectiv sinx) nu este factor comun.

Obtinem ecuatia echivalenta a,tg"x+a _,tg" ' x+...+atgx+a, =0, care, prin sub-
stitutia tg X = t, se reduce la ecuatia algebrici at"+a, t"" +..+at+a,=0.

Intr-adevir, daca a, # 0 (a, #0), atunci nu existi un unghi ¢ pentru care cosp =0
(sing =0), deoarece, daca ar exista un astfel de unghi, atunci, inlocuind in aceasta ecuatie
X cu ¢, am obtine a,sin"p =0 (a,cos'¢ =0) sau sing =0 (cose =0). Nu exista insa
un unghi pentru care functia sinus si functia cosinus s ia simultan valoarea 0. Asadar, la
impartirea ambilor membri ai ecuatiei (17) la cos”x sau sin”x obtinem o ecuatie echivalenta
cu cea data.

Z
Exercitiu rezolvat

Si se rezolve in R ecuatia COS°X—SINXCOSX +4sin®x= 2.

Rezolvare:

DVA: xe R. Substituind in ecuatia datd 2=2-1=2(cos’x+sin’x), obtinem ecuatia
omogend COS’X+SINXCOSX—2sin’x=0. Impartind ultima ecuatie la COS’X, obtinem
ecuatia echivalentd tg°x+tgx—2=0.

Fie tgXx=t. Atunci obtinem ecuatia algebrica t* +t—2=0, cusolutiile t, =2, t, =1.

MODULUL
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Revenind la necunoscuta X, obtinem totalitatea de ecuatii tgx=-2; tgx=1, cu solutiile

S, = {-arctg2 + kx| ke Z} si S, ={%+nn|ne z}.

Raspuns: S = {—arctg2+k7t| ke Z} U{%+nn|ne Z}

tie! Daca la rezolvarea ecuatiilor trigonometrice (mai ales a celor omogene) H
Aten’ e posibila aplicarea metodei descompunerii in factori, atunci mai intii
aplicam aceastd metoda, apoi folosim alte metode pentru rezolvarea
ecuatiilor obtinute. In caz contrar, putem pierde solutii chiar la prima etapa
de rezolvare.

Z
%Exercitiu rezolvat

Si se rezolve in R ecuatia omogend cos’x —3sin xcosx = 0.

Rezolvare:
In membrul sting, cosx este factor comun.

Rezolvind aceastd ecuatie prin metoda descompunerii in factori, obtinem ecuatia
cosx=0,

cosx(cosx—3sinX) =0, echivalenta cu totalitatea .
cosx—3sinx=0.

Prima ecuatie are multimea solutiilor S, ={%+kﬂ,’| ke Z}, iar ecuatia a doua —

multimea solutiilor S, = {arctg% + n7r| ne Z}.
Raspuns: S = {%+ kTL'| ke Z}U {arctg%+ n7t| ne Z}.

Observatie. Dacd am fi impartit ambii membri ai ecuatiei la cos’x, am fi pierdut
T

solutiile ecuatiei initiale de forma x = 5

+krr, ke Z (solutiile ecuatiei cosx =0).

4‘/ Ecuatii trigonometrice de forma asinx+bcosx=c, a,beR
Vom examina citeva metode de rezolvare a ecuatiilor de acest tip.

1/ Metoda omogenizirii

. . X . X X . X 2 X 2 X .
Cum sinx=sin| 2-= |=2sin=cos—, iar cOSX=Cc0s| 2-= |=Cc0S"=—SIinN“—= si
2 2°9°7 2 2 2 °
1:sin2§+coszg, din asinx+bcosx=c obtinem, in caz general, o ecuatic omogena:
. X X > X . 2 X s X . o X
2asin=cos=+b| cos*=-sin*< |=c| cos°= +sin° = |
2 2 2 2 2 2
. X X 2 X . 2 X 2 X . 2 X
& 2asin=cos=+bcos"=—-bsin“=—-ccos"=—-csn“==0<
2 2 2 2 2 2

®
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& (b-c)cos’ 2+2asm2cos —(b+c)sin? E =0.

Dacad b+c=0, membrul sting se descompune in factori si se obtin doud ecuatii
trigonometrice fundamentale.

Daca b+ c# 0, atunci, impartind ambii membri ai ultimei ecuatii la cos’® g # 0, obtinem
ecuatia echivalenta

(b+ c)tgzg—Zatgg—(b—c) =0.

Fie tgg =t. Atunci obtinem ecuatia (b+c)t”—2at—(b—c)=0, care in conditia
a’ +b’ >c? are solutiile

i _a—-+a’+b*-c? ¢ _a+ya’+b’-c?

1 b+c R b+c

Rezolvind ecuatiile tg% =t, tgg =t,, obtinem solutiile ecuatiei initiale.

Observatie. Ecuatia de forma asinx+bcosx=c are solutii daca si numai daca
a’+b*>c? Pentru b=-c obtinem ecuatia trigonometricd fundamentald de tipul
tgt =a, iar pentru b=c vom aplica metoda descompunerii in factori. Pentru ¢=0
obtinem o ecuatie trigonometricd omogena de gradul L.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia 2sin x+3cosx=1.
Rezolvare:
DVA: xe R. Omogenizam aceasta ecuatie (ea are solutii, deoarece 2°+3*>1%) si

. . X X 2 X
obtinem: 4sin= cos~ + 308~ —3sin’ 2 — cos’ 2 —sin’ > =0 &
’ 2 2 2 2 2 2
& 2sin’ % — 2sin%cos%— cos’x=0. Impartind ambii membri ai ultimei ecuatii la

cos’ X £ 0, obtinem ecuatia echivalentd 2tg? g - 2tg§ —-1=0. Fie tgg =t. Substituind,

2
1—J§ . _1+4/3
7y o T

2

1+\/§

= , respectiv
2 p

obtinem ecuatia algebricd 2t* — 2t —1=0, cusolutiile t, = . Revenind

1f

la necunoscuta X, obtinem totalitatea de ecuatii tg X

tg2 =
2
cumultimile de solutii:

S, :{2arctgl_\/g +2kr| ke Z}, {2arctg1 +43 +2n7m|ne Z}.

2

Raspuns: S = {Zarctgl }ﬁ + 2k7r| ke Z} {221rctg1 +43 + 2n7r| ne Z}.
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2| Metoda unghiului auxiliar
impartind ambii membri ai ecuatiei asinx+bcosx=c (18) la a, ac R, obtinem

ecuatia echivalentd sinx+ gcosx = % (19).
. b_ _ b T . , -
Fie A= tgo, unde o = arctgae 55 | Unghiul o se numeste unghi auxiliar.
Substituind g =tgo 1necuatia (19), obtinem:

: . in in X +sn X
SIﬂX+thC~COSX=£<:>S|nX+S| * cosx =L « ANXCOSX +INXCOSX _ C
a Ccoso a coso a

sin(x+o .
g:E@ sin(x+ o) =L cosa.
coso a a

Rezolvind aceasta ecuatie fundamentald, obtinem solutiile ecuatiei (18).

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia V3sinx+ cosx=+/3.

Rezolvare:
DVA: xe R. Impirtind ambii membri ai ecuatiei initiale la V3 , obtinem ecuatia
sin X+iCOSX =1. Avem b_ tgo = i Prin urmare, o = e —1, % | Ecuatia ini-
J3 a J3 6 2°2 ’

tiala devine Sin(x+%):§, de unde X=(—1)k%—%+ kr, ke Z.

Raspuns: S = {(—1)k%—%+k7t| ke Z}.

3! Metoda reducerii la un sistem de ecuatii algebrice
Avind ecuatia asinx+bcosx=c, a, be R’ sistiind ci sin’x +cos’x =1 pentru orice
xe R, efectuam substitutiile Sin X =u, CosX = V. Astfel, ecuatia initiala se reduce la sistemul

2 2 _
de ecuatii algebrice {Zu V=l Rezolvind acest sistem si revenind la substitutiile facute,

+bv=c

obtinem solutiile ecuatiei initiale.

/ Rezolvarea ecuatiilor trigonometrice cu selectarea solutiilor

Uneori se cere nu numai rezolvarea ecuatiei trigonometrice respective, dar si selectarea
solutiilor care satisfac anumite conditii speciale: apartin unui interval numeric, sint solutii
ale altor ecuatii sau inecuatii etc. Vom explica procedeul de selectare a solutiilor printr-un
exemplu.

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R ecuatia 3(Sin X+ cosx) —4sin xcosx =0 si sa se determine solutiile

ei care apartin intervalului |:—7C, %:l

®



Elemente de trigonometrie

Rezolvare: 5

DVA: xe R. Fie sinx+cosx=t. Atunci Sin xcosx =L —

si ecuatia initiala se re-
duce la ecuatia algebricd de gradul I 2t* — 3t —2=0, cusolutiile t, = —%, t, = 2. Revenind
la necunoscuta X, obtinem totalitatea de ecuatii: SiIN X+ COSX=2; SIN X+ COSX = —%. Prima
ecuatie nu are solutii in R.

Pentru a rezolva ecuatia a doua, aplicim metoda unghiului auxiliar si obtinem ecuatia

sin(x+%)= —g, cusolutiile x=(—1)k*1arcsm*/4E T ikr, ke Z

. . _ . T - < .
Pentru a determina solutiile care apartin intervalului [— T, 5] , examinam doud cazuri:

V2 &

1) Fie k=2n, ne Z. Avem x——arcsmT—Z+27m ne Z.
Vi3 N
— - —_r < ~=_-
Cum Xe[ T, 2], rezultd ca —x <—arcsin ] 4+27m 2<:>
@—%+arcsm\/_<27m<3”+arcsin@, ne Z.
. 3.1 V2a_ .3 1 .2
_ = N& <2, = N&
Deci, 8+27rarcsm 7 n_8+2ﬂarcsm 7 ne Z.
A . V2 =z R |
Efectuind calculele respective arCSInTz§ ,conchidem ca n = 0. Atunci
X=—arcsin g—%+27£ 0 x=-—arcsin g—%, adica numai o solutie apartine

intervalului [— T, %:l

2) Fie k=2n+1, ne Z. Atunci x:arcsinﬁ—£+7r(2n+1), neZ <

4 4
& X= arcsm£+%+27m, ne”Z.

Cum Xe —n,l , rezultd ca —7r<arcsm\/§ 3ﬂ+27m<—, ne Z.
2 4 4 2
Efectuind calculele respective (ar cs n@ =~ %J, conchidem ca ne &.

In ambele cazuri, reuniunea solutiilor obtinute formeaza multimea solutiilor ecuatiei
initiale, ce apartin intervalului indicat.

Raspuns: S= {— arcsi nﬂ - E}

4 41

I Observatie. In acest exercitiu am aratat cum se aplica metoda utilizirii necunoscutei
auxiliare la rezolvarea unor ecuatii de tipul f(sinxxcosx, sinxcosx)=0.
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(&> Exercitii si probleme propuse

Sé se rezolve in R ecuatia:

1. a)sin2x=ﬁ; b) sinx=—§;
2. a) cos 2x-L =1 b) cosx:—ﬁ;
3 2
3. a) tgx=——L; b) tg2x = 25,
J3
25x _ 1 in?[ x_ T
4. a) cos > = b) sin (x 2
d) 1-cos*(3x—-2) = cos%;
5. a) 2sn’x—sinx-1=0;
¢) tg°x—Ttgx+12=0;
X X A
6. a) sm§+cos§—0,
¢) sin’x —3cos’x = sin2x;
. 1
7. a) COSX+SINX=—;
: 72
¢) bsinx+cosx=5;
8. a) cos2x=s8inX—CosX,;
¢) 2sin’x+5sinxcosx+5cos’x =1;
e) sin’x+cos’x=1;
g) tgX+ ctgx =/2(sin X+ cosXx);
W X X . OX.
1)sm§—cos§—\/§sm 5>
9.
. . 3 .
a) 1-sin2x+sin x—cosx =0, _TS X<,
N o .3 X T T
b Sx=cost Tz
)25|n5xsm2x cosz, XG[ 4,4],
c) sin’x—3sinx+2=0, xe [—%,n’];

d) 2cos’x—7cosx+2=0, xe (0, 7).

€) sinx—cosx=+/2sin6x;

3
— V5. b4 1
9) COS5X—7, d) COS(Z—SX)_E
4 _1 T X)_
©) tg(z—?,x)—l d) tg(G—S)—\@
)=;: c) tgz(3x+7é):3;

f) V2(sin X+ cosx) = 2cos3x.

b) cos’x—5cosx+6=0;
d) 2cos’5x+sin5x+1=0.

b) 4sinx—3cosx=0;
d) 4sin’x +sin2x =3.
b) sin2x—+/3cos2x=+/2;
d) cosx—sinx=+/2sin3x.
b) sin2x:1—\/§(cosx—sinx);
d) sin*2x—cos*2x =1;
f") sinxsin3xcosbx=1;
b3 T\_n
h) tg(x—6)+tgx+tg(x+6)—0,

1-tg2x

lthgzle—sm4x.

)

Sa se afle solutiile reale ale ecuatiei trigonometrice, care apartin intervalului indicat:

10. Umbra unui stilp vertical de 7 m are lungimea de 4 m. Sa
se exprime in grade indltimea la care se afla Soarele fata

de linia orizontului.

®
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11. Un patrulater inscris intr-un cerc are laturile de lungime a =10 cm, b=4 c¢cm, c=2 cm, d=8 cm
(In aceasta ordine). Sa se afle masura unghiului format de laturile asi b.

12. Valoarea raportului dintre aria laterala si aria bazei unei piramide triunghiulare regulate este
egalad cu /2. Si se afle msura unghiului format de muchia laterala si inaltimea piramidei.
13. Diagonalele fetelor laterale ale unui paralelepiped dreptunghic formeaza cu laturile respective

ale bazei unghiurile osi §. Sa se afle masura unghiului format de diagonala paralelepipedului
si diagonala respectiva a bazei.

14. Se stie ca doua laturi ale unui triunghi au lungimile | i m, iar bisectoarea unghiului format de
aceste laturi are lungimea b. Sa se afle masura acestui unghi.

15. Sa se compund si sd se rezolve o ecuatie trigonometrica:
a) omogeni; b) de forma asinx+bcosx=c, a, be R’;
c) care se reduce la o ecuatie algebrica.
16". Sa se rezolve in R, unde a este un parametru real, ecuatia:
a) asin’x+sinx—1=0; b) (a+1)sin’x—2sinx+a—1=0;
¢) (2a+Dtg2x—tg2x—a=0; d) V/3cosx—sinx=3a-1.

BEX Inecuatii trigonometrice

4.1. Notiunea de inecuatie trigonometrica

Definitie. Inecuatiile care contin necunoscuta numai la argumentul functiilor
trigonometrice se numesc inecuatii trigonometrice.

Inecuatiile trigonometrice pot fi rezolvate aplicind atit proprietatile functiilor trigono-
metrice (periodicitatea, monotonia, identitatile respective etc.), cit si metodele generale de
rezolvare a inecuatiilor (inclusiv metoda intervalelor). Deoarece la rezolvarea inecuatiilor
trigonometrice verificarea solutiilor este deseori dificila, vom avea grija ca transformarile
efectuate sa fie transformari echivalente.

Rezolvarea inecuatiilor trigonometrice se reduce, de regula, la rezolvarea inecuatiilor
trigonometrice fundamentale sau la rezolvarea sistemelor (totalitatilor) de inecuatii
trigonometrice fundamentale.

4.2. Inecuatii trigonometrice fundamentale

Definitie. Inecuatiile de tipul sSinx>a, sinx<a, sSinx>a, sinx<a, cosx> a,
COSX<a, COSX>a, cosx<a, tgx>a, tgx<a, tgx>a, tgx<a, ctgx> a,
ctgx<a, ctgx=a, ctgx<a (ae R) se numesc inecuatii trigonometrice funda-
mentale.

Inecuatiile trigonometrice fundamentale (similar cu ecuatiile trigonometrice funda-
mentale) pot fi rezolvate:

1) folosind cercul trigonometric;

2) folosind graficele functiilor trigonometrice.

MODULUL ~
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Vom ilustra rezolvarea inecuatiilor trigonometrice fundamentale pe cercul trigonometric.
Z
Exercitiu rezolvat

1
Sa se rezolve in R inecuatia sint > V3 P/

2

&

Rezolvare:

2
DVA: te R. Rezolvam, mai intii, inecuatia pe

intervalul [0, 27] de lungime 27. Fie cercul trigo-

N
\Pl y =
M
t
2 tl
\/5 -1 O 1 X
nometric i dreapta y = - (fig. 8.24). Toate punc-
tele cercului trigonometric corespunzatoare valorilor
-1

lui t (t, <t<t,), care satisfac inecuatia initiald, au

3

ordonata mai mare decit - Multimea acestor

Fig. 8.24
puncte formeaza arcul BP,, subintins de unghiul

NE

POP,. Extremitatii P, ii corespunde valoarea t, = arcsin—- =T ar extremitatii P, —

2 3
. V3 T _2rx . . . .
valoarea t, =7 —arcsin—- =7 — =—-. Deci, punctul cercului va apartine arcului BP,,

2 3 3
daca % <t< % Rezulta ca toate solutiile inecuatiei initiale, care apartin intervalului [0, 27]
de lungime 27, sint % <t< %
Cum functia sinus este o functie periodica cu perioada principala 27, toate celelalte

solutii ale inecuatiei initiale se obtin prin adunarea numerelor de forma 27k, ke Z, lacele

deja determinate. Astfel, solutiile inecuatiei initiale sint: % +2nk <t< % + 27k, ke Z.
Raspuns: S=U (£+ 2nkK, ﬁ+ 27rk)
kez| 3 3
a1l Inecuatia fundamentala sint>a (1) y1‘N
1) Pentru a=1 inecuatia (1) nu are solutii.
2) Pentru a<-1 solutia inecuatiei este orice P, M P,
teR. y=a
3)Fie —1<a<l, a=arcsina. Atunci,in baza L t,
periodicitatii functiei sinus, obtinem solutiile inecua- -1 o) I X
tiei (1) (fig. 8.25):
arcsina+ 2nk <t <m —arcsina+ 2nk, ke Z.
Asadar, multimea solutiilor inecuatiei (1) este:
- - -1
S= U (arcsina+ 2nk, & —arcsina+ 27k).
kez Fig. 8.25

a2l Inecuatia fundamentala sint<a  (2)

1) Pentru a>1 inecuatia (2) are solutie orice te R.
2) Pentru a< -1 inecuatia (2) nu are solutii.

®
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3) Rezolvarea inecuatiei (2) pentru —1< a <1 se reduce la rezolvarea inecuatiei sint > a,

efectuind substitutia t =—

In acest caz, solutiile inecuatiei (2) sint: — 7 —arcsina+ 27k <t < arcsina+ 27k, ke Z.

Multimea solutiilor inecuatiei (2) este:

keZ

S= U (- —arcsina+ 2zk, arcsina+ 2rk).

a3l Inecuatia fundamentald sint >a 3)

1) Pentru a< -1 inecuatia (3) are solutie orice te R.
2) Pentru a>1 inecuatia (3) nu are solutii.

3) Pentru —1< a<1 solutiile inecuatiei (3) sint:
arcsina+ 2rik <t <m —arcsina+ 2zk, ke Z, iar

S= U[arcsina+ 27k, 7 —arcsina+ 27k].
kez

a4l Inecuatia fundamentala sint<a 4)

1) Pentru a>1 inecuatia (4) are solutie orice

te IR Pz/

2) Pentru a< -1 inecuatia (4) nu are solutii.
3) Pentru —1<a<1 solutiile inecuatiei (4) sint

(fig. 8.26):
—mw—arcsina+2rk<t<arcsina+2nk, ke Z, iar

S= U[-m —arcsina+ 27k, arcsina+ 27k].
kez

Observatie. La rezolvarea inecuatiilor trigono-
metrice fundamentale se cauta solutiile, mai Intii,

NI

—1IN
Fig. 8.26

pe un interval de lungime 27 (pentru sinus si cosinus) sau de lungime 7 (pentru tangenta
si cotangentd). Raspunsul se va scrie tinindu-se cont de periodicitatea functiei respec-

tive.
b1l Inecuatia fundamentald cost >a

2
%Exercigiu rezolvat

< N . . 1
Sa se rezolve in R inecuatia cost > >

DVA: te R. Rezolvdm inecuatia pe interva-
lul [-rr, 7] de lungime 27. Fie cercul trigonometric si

dreapta x—l (fig. 8.27). Toate punctele cercului
trlgonometrlc pentru orice valoare a lui t care satis-

. C e . . . 1
face inecuatia initiald au abscisa mai mare decit >

Rezolvare: C

Ya
P,
t, M N
t, 1 X
P, )
_1 _ 1
X=3
Fig. 8.27
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Multimea acestor puncte formeaza arcul P,P,, subintins de unghiul BOP,.

2 2 2 2

Prin urmare, pe intervalul [—7, ] punctul va apartine arcului PP,, daca

Avem Pl(l, —arccosl), Pz(l, arccosl}

- arccos% <t< arccos%, sau — %
T

apartin intervalului [-7, 7] de lungime 27, sint —% <t< 3

<t <%. Rezulta ca solutiile inecuatiei initiale, care

Deoarece functia cosinus este o functie periodicd cu perioada principala 27, toate
celelalte solutii ale inecuatiei se obtin prin adunarea numerelor de forma 27k, ke Z, la

cele deja determinate. Deci, solutiile inecuatiei initiale sint: — % +2nk <t< % + 27k, ke Z.

Raspuns: S=U —£+271k, T onk |
keZ 3 3

<

Revenim la inecuatia cost > a. Se poate demonstra ca:
1) pentru a>1 inecuatia (5) nu are solutii;
2) pentru a< -1 inecuatia (5) are solutie orice
teR;
3) pentru —1<a<1 solutiile inecuatiei (5) sint
(fig. 8.28): —arccosa+ 27k <t < arccosa + 27k, -
ke Z

Prin urmare, multimea solutiilor inecuatiei (5) este:

P,

1 X

<
Z
4

S= U (—arccosa+ 27k, arccosa+ 27K).
kezZ X=a -1

b2/ Inecuatia fundamentald cost<a  (6) Fig.8.28

1) Pentru a>1 inecuatia (6) are solutie orice te R.
2) Pentru a< -1 inecuatia (6) nu are solutii.
3) Pentru —1< a <1 solutiile inecuatiei (6) sint:
arccosa+ 2nk <t < 2m —arccosa+ 27k, ke Z, multimea solutiilor fiind:

S= U (arccosa+ 2nk, 2m —arccosa + 27k).

keZ

b3! Inecuatia fundamentald cost >a (7)

1) Pentru a<-1 inecuatia (7) are solutie orice te R.
2) Pentru a>1 inecuatia (7) nu are solutii.

3) Pentru —1< a<1 solutiile inecuatiei (7) sint: —arccosa+ 2rk <t < arccosa+ 27K,

ke Z, iar multimea solutiilor este:

S= U[—arccosa+ 27k, arccosa+ 27K].
keZ

®



b4l Inecuatia fundamentala cost <a (8)

1) Pentru a>1 inecuatia (8) are solutie orice te R.

2) Pentru a< -1 inecuatia (8) nu are solutii.

3) Pentru —1< a <1 solutiile inecuatiei (8) sint
(fig. 8.29): arccosa+ 2nk <t < 2r —arccosa+ 2nkK,
ke Z, iar

S= U[arccosa+ 2nk, 2 —arccosa+ 27k].

kez

c1l Inecuatia fundamentala tgt >a, ae R (9)

Z
%Exercitiu rezolvat
V3

Sa se rezolve in R inecuatia tgt > 3

Rezolvare:
DVA: te R\{%+kﬂ:|ke z}.
Cum perioada principald a functiei tangenta este 7 si

arctgae (—%, %), vom determina solutiile inecua-

tiei care apartin intervalului (— 5 5) de lungime 7.

Fie cercul trigonometric si axa tangentelor AT
(fig. 8.30). Daca valoarea lui t este solutie a inecuatiei
initiale, atunci ordonata punctului T, care este egala cu

tgt, trebuie sa fie mai mare decit @ Multimea

Elemente de trigonometrie

YA
X=a 1
PZ
t
N[ M| EAR ;
1 O 1 X
P, -

T

2
Fig. 8.30

tuturor acestor puncte T formeaza semidreapta (NT. Toate punctele semicercului

T T . . < .
5 5), care corespund semidreptei (NT, formeaza arcul PP,. Atunci ¢, <t<¢,

(atragem atentia ca punctele P, si P, nu apartin acestui arc). y

J3 T .. T n
—<t<Z, i ~<t<Z.
3 5 adica 6 >
Tinind cont de periodicitatea functiei tangenta, obti-
nem solutiile inecuatiei initiale:

n n
€+7tk<t<3+7rk, ke ”Z.

Prin urmare, arctg

Raspuns: S=U £+7zk, Lyl
kez| 6 2

Analizind figura 8.31, observam ca punctul P,
divizeaza arcul DAB in doud parti: arcul BB si ar-

P

tgt

<V

MODULUL ~
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cul DAP,. Pe arcul BB (punctele P, si B se exclud) are loc inegalitatea tgt >a. Astfel,

solutiile inecuatiei (9) sint: arctga+k <t < % +7K, ke Z, iar

S=U (arctga+7tk, £+7rk).
kez 2

c2| Inecuatia fundamentala tgt <a, ae R (10)
Pe arcul DAP, (fig. 8.31, punctele D si P, se exclud) are loc inegalitatea tgt < a. Prin

urmare, solutiile inecuatiei (10) sint: —% +rk <t<arctga+nk, ke Z, iar
S:U(—%Hrk, arctga+7rk]. (11)
kez

¢3! Inecuatia fundamentald tgt > a, ae R, are solutiile: arctga+nk <t < % + 7K,
ke Z, iar

S= U[arctga+7tk, %Hrk} (12)

keZ

c4l Inecuatia fundamentala tgt <a, ae R, are solutiile: —% + 7k <t < arctga+ nk,
ke Z, iar

S= U(—%+7rk, arctga+7tk]. (13)
kez
Exercitiu. Deduceti formulele (11)—(13).
Y
d1l Inecuatia fundamentald ctgt >a, ac R, A N
(fig. 8.32) are solutiile: P, arcctga
nk <t <arcctga+nk, ke Z, iar —
S= U (nk, arcctga+ k). (14) T t A
keZ 9] ;(
d2/ TInecuatia fundamentald ctgt<a, acR,
are solutiile: arcctga+nk <t<m + 7K, ke Z, iar
S= U (arcctga+ ik, 7 + 7k). (15)
kez
Fig. 8.32
d3l Inecuatia fundamentald ctgt >a, ae R, are solutiile:
nk <t <arcctga+nk, ke Z, iar
S= U (nk, arcctga+nk]. (16)
kezZ

@



Elemente de trigonometrie

d4l Inecuatia fundamentala ctgt <a, ae R, are solutiile:
arcctga+nk <t<m+7ak, ke Z, iar

S= U[arcctga+ ik, 7w +7k). (17)

kez

Exercitiu. Deduceti formulele (14)—(17).

Z
%Exercitiu rezolvat

Sa se rezolve in R inecuatia Sin(x+%) %

Rezolvare:

DVA: xe R. Fie X+Z_t Atunci |Slnt|<1<:>S|n t<:‘1<:>
& 28in t<;<:>1 c032t<$@c032t>;@—§+27zk<2t< 3+2ﬂk keZ
@—%Mrkgts%ﬂrk,ke y4
Revenim la necunoscuta X: —%+7rk X<—E+7zk ke Z.

Raspuns: S= U[ 12+7tk +7'L'k:|

kez

@ Exercitii si probleme propuse

1. Saserezolve in R inecuatia:

a)sinx<g; b)sinng; c)sinx<—§; d) sinx<-2; e) cosx<%;
f) cosng; 2) cosx<—§; h) cosx<4; i) tgx>+/3; i) tgx<—§;
k) tgx=>-2; D) tgx<1; m) ctgx<1; n) ctgxs—\@; 0) ctgx>§;
p) ctgx>-3; q) 2cos’x +cosx <0; r) sin’x —5sinx > 0; s) tg’x+2tgx—3>0.
- (x 7\ A2 V2
X_T\._~N2. <N2. 1
2. a) sm(2 65 % b) cos3x< 5 c) ctgbx>-1;
T T _ _1 <
d) tg( X ) V3 e) cos(4 2x)> 1 f) ctg(3 4) 0.
3. a) SinX—Cosx< J2; b) J3sin2x+ cos2x>1; ¢) Sin5x+ cosbx > —1;
d) Sin2XCOSX+SinXC052X<—§; €*) cos2x +|cosx|>0; f*)sin’x—cos’x<3sinx—2.

4. Sa se determine solutiile ecuatiei 2c0s2x—4cosx—1= 0 pentru care [Sin x| > %

- . .. S . . N 1
5. Si se determine solutiile ecuatiei Sin*X+Sin’2x=sin’3x, astfel incit cOSX > —5

6. Sa se compuna o inecuatie trigonometrica ce se rezolva prin metoda substitutiei.

MODULUL ~
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MODULUL

10.

(&> Exercitii si probleme recapitulative

Sa se calculeze valoarea expresiei:

a) sin % — cos180° + cos? 15°; b) ctg90°-sin % +sin> .
2 17 6
Sa se afle cos2c, dacad se stie ca: a) coso =0,6; b) sino =-0,4.

Sa se afle valoarea expresiei:
3cos(—57°) V3 .

) —————; b) cos| or —= |-sin(mw — ).

) sin(—33°) ) 2 ( )

O scard rezemata de un perete vertical formeaza cu acesta un unghi de 15°. Sa se afle lungimea

scarii, daca distanta de la baza scarii pina la perete este de 1,2 m.

Pendulul de lungimea 20 cm al unui ceasornic oscileaza si unghiul format de doua pozitii extreme
este de 60°. Sa se determine indltimea la care ajunge capatul lui in raport cu pozitia pendulului in
conditia de echilibru stabil.

Sa se ordoneze in mod crescator valorile: sin‘%ﬁ, cos%, tg%, CthTﬂ'
Fie:

a) coso = 153 si 0° <o <90°. Sa se afle cos(90°+ o).

b) sinr=0,28 si 0<a < % Si se afle sin 20

) tgo =g si O0<o <%. Sa se afle sina.

d) tgor =3, tg(or+ f)=1. Sase afle tgf.
e) ctgazé, tg(or + B)=3. Sase afle ctgf.

Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
a) (tgarcos)’ +(ctgasina)’ —cos’a; b) sin‘a +sin’a cos’or —sin’or + cos .

Sa se calculeze valoarea expresiei:

1 1
a ——— b) —————.
(tg40°tg50°)_% (tg20°tg70°) ¢

Un calator s-a apropiat de malul unui riu. Pe malul celalalt, linga apa, creste un copac. Din
intimplare, calatorul are la el un raportor.

a) Cum poate determina célatorul latimea riului?

b) Cum ar proceda el daca nu ar avea raportor?

11. Oroataare 72 de zimti. Sa se exprime in grade unghiul de
rotatie pentru cazul de rotire a rotii cu: 1 zimt, 30 de zimti,
144 de zimti, 300 de zimti.



12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.
23.

Elemente de trigonometrie

©

Fie vectoriinenuli a = (x,, y,), b=(x,, ,).
Produsul scalar al vectorilor @, b este definit prin a- b= XX, +V,Y,, Insa se poate calcula si
astfel:
a-b= la|-| b |cosar, unde ¢ este masura unghiului format de acesti vectori.
a) Sé se demonstreze cd aLb < a-b=0.
b*) Sa se demonstreze ca:
)a-b=b-a 2) (ka)-b=k(a-b);
Na-(b+o)=a-b+a-c 4 |al=va-a.
¢) S se calculeze a-b, daca |a|=3, |b|=2, (a, b)=120°.
d)Saseafle a-b, daca a=(1, 2), b=(-1 5).
Fie ABCD un romb avind lungimea laturii egala cu 6, iar m(£BAD) = 60°.
Sa se afle produsul scalar a-b (a= aé, b= FC).
Fie ABCD un patrat avind lungimea laturii egald cu 5.
Si se afle produsul scalar a-b (3= AC, b= AB).
Fie vectorii a, b, |a|=2 cm, |b|=3 cm, iar (5/,\13) =105°. Si se determine numdrul real &,
astfel incit vectorul a+k b sa fie perpendicular pe vectorul b.
Sa se compare cu 1 valoarea expresiei Ja , daca a=cos110°sin 5Tﬂcosloo.

Sa se determine, utilizind proprietatile functiilor trigonometrice, semnul valorii expresiei:

n
2) ctgl0° + ctg(—70°) . b) COSl_COS?
cos10°+cos160° ’ St '

ctg? —ctg2
Sa se studieze paritatea functiei f: D - R:
a) f(x)=(sinx+cosx)’; b) f(x)=sin3x—tgx.
Sa se calculeze:
a) arccos (— % ); b) arctg(— g J; c) arcctg(—\/g ).
Se stie ca tgor +ctgor =m. Sdse afle: a) tg o +ctg’as; b) tg’a +ctg’o.

Sa se determine valoarea de adevar a propozitiei:

a) sin(287° — ) cosor + cos(287° — o) sine < 0.

b) cos(149° + o) cosor +sin(149° + o) sino > 0.

Sa se calculeze, fara a aplica calculatorul de buzunar, sinl17°+ cos253°+ ctg315°.
Sa se calculeze:

a) cos’or +cos’ B +cos’y +2cosacos B cosy, unde o, B, y sint misurile unghiurilor inte-

rioare ale unui triunghi;
L B B
b) ctg 5 +ctg 5 +ctg2 ctg 5 ctg

rioare ale unui triunghi.

o
2

Y

5 unde o, B, y sint masurile unghiurilor inte-

ctg

MODULUL ~
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24.
25.

26.

27.

28.
29.

30.

31°.

32.

33.

34~

35%.

36".

Sa se rezolve in R, prin 6 metode, ecuatia sin x+cosx =1.

Sa se afle solutiile ecuatiei l0g, sin x—2log, cosx=1, ce apartin intervalului [-350°, 2°].
3 3

sin 2x

V2

< < 1 1 < . . .
Sé se demonstreze ca | 1+ — 1+ >5, unde o este mdsura unui unghi ascutit.
sino cosa

Séd se rezolve in R ecuatia logcos{ +cosx —sin’x—+/2 sin x ): 2.

S3 se demonstreze cd 3sin’a > 2sin2a —1.

Sa se reprezinte grafic functiile f'si g si sa se afle, utilizind graficele, solutiile ecuatiei
f(x)=g(x), daca:

a) TR->R, f(x)=cosx, g:R—>R, g(x)=1-x;

b) :R->R, f(x)=sinx, g:R—>R, g(x)=-x.

Raza cercului Inscris Intr-un triunghi isoscel este de 4 ori mai mica decit raza cercului circumscris
acestui triunghi. Sa se afle masurile unghiurilor triunghiului.

Unghiul alaturat bazei unui triunghi isoscel are masura c.
a) Sa se calculeze raportul m dintre aria triunghiului si suma patratelor lungimilor laturilor
acestuia.

b) Sa se demonstreze identitatea m = L ;
2 tgo+3ctgo

¢) Sa se afle o, astfel incit m = %

d) Sa se determine valorile lui & pentru care m ia cea mai mare valoare.
e) Sa se afle multimea de valori ale raportului m.

Sa se reprezinte grafic functia f: D —> R:
sinx b) f(x)= COSX

R Fsix.

Fie ABCD un patrulater in care AB =BC, CD =2A4B, m(£LABC)=m(£LBCD)=120°.

a) Sa se demonstreze ca AABD este isoscel.

b) Sa se calculeze valorile functiilor trigonometrice ale unghiului ADB.

¢) Sa se demonstreze ca punctele 4, M, N sint coliniare, unde M si N sint mijloacele laturilor BD
si respectiv CD.

d) Sa se demonstreze ca dreapta CD este tangenta cercului circumscris triunghiului AMD.

e) Sa se afle aria patrulaterului ABCD, in functie de AB =a.

f) Sa se calculeze sinusul unghiurilor formate de dreptele AC si BD.

Sa se calculeze:
a) cos(arctg(-3)); b) sin(arccos0,6).

Sa serezolve in R ecuatia:
a) [sinx —3cosx|=3sinx+cosx—3; b) log,(2sinxsin2x)+log, (5cosx +4sin2x) =0.
3

Saserezolve in R ecuatia:

a) 5 sin2x —/1+8sinxcosx =0; b) V10 cosx —v/4cosx —cos2x =0.
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Timp efectiy de lucry:
45 de minute

(. Proba de evaluare

. Indicati litera care corespunde variantei corecte.
Unghiul o =272° este un unghi din cadranul
AL B II. C IIL D IV.

MODULUL

. Calculati valoarea expresiei cos60°+2sin30° + %tg2 60° —ctg45°.

. T b3 .. s cny_ L o gop_ 2 .
. Fieae (0, 3), Be (0, 5)' Stiind ca Sina = > sinf = 3 calculati:
sin2a, cos2a, sin(er+ f), cos(e— B), tg(a+ p), tg(e— ).
tgor+tg +tga—tg[3
tg(a+pB) tga-p)’
2
. Calculati valoarea expresiei (Si n’ % —cos’ %) )

. Aduceti la forma cea mai simpla expresia

. Lungimile laturilor unui paralelogram sint de 5 cm si de 3 cm, iar indltimea construi-
ta pe latura mai mare este de 2 cm. Calculati masura unghiului ascutit format de diagona-

lele paralelogramului.
Timp efectiv de lucry.
90 de minute

. Determinati valoarea de adevar a propozitiei:
Dacd SinX+Ccosx=a, atunci sin’x+cos’x=1,5a> —0,5a".

. Fie sinor=0,6, 90° < o <180°. Calculati sin2a, cos2a, tg2a, ctg2a.
. Demonstrati ca ecuatia (SinX+ J3cos X)sin4x =2 nu are solutii in R.

. Determinati solutiile ecuatiei 2ctg2x—ctgx=sin2x+3sinx, care satisfac conditia |4
cos2x 0.

T

. Fiefunctia f: D >R, f(X)=,/-tg2x. Determinati valorile luix, 0< X< > pentru care [
functia f este definita.
. Demonstrati cd pentru orice triunghi ABC are loc relatia coSA+ cosB+cosC = %,

unde R este raza cercului circumscris acestui triunghi, iar » — raza cercului inscris in acest

triunghi.
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Elemente de trigonometrie

Alte tipuri de inecuatii trigonometrice
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Figuri geometrice

mopuLuL GF

in plan

- Geometri ; < s
in ea Ar.la este o imensd grading si fiecare, intrind
: » ISLpoate alege un bycher dupd placul sy

David Hilbert

Obiective

O identificarea si utilizarea axiomelor, definitiilor si teoremelor specifice geometriei in plan;
O folosirea elementelor de geometrie in diverse contexte.

Elemente de geometrie deductiva

In cursul gimnazial de geometrie ati invitat si distingeti si sa definiti principalele figuri
geometrice din plan si din spatiu, sa recunoasteti proprietatile fundamentale ale acestor
figuri Tn baza experientei, prin construirea repetatd, observarea atentd si descrierea lor.
Din aceste observatii experimentale s-au dedus reguli si s-au formulat definitii, ca
generalizari ale proprietdtilor observate. Aceasta este metoda intuitiva (inductiva) de
studiere a geometriei.

In cele ce urmeazi vom aprofunda si vom sistematiza aceste deprinderi, competente
prin utilizarea, deopotriva cu metoda intuitiva, a metodei rationale (deductive) de studiere
a geometriei.

Esenta metodei rationale de studiere a geometriei consta in faptul ca proprietatile
figurilor geometrice sint stabilite in virtutea unor rationamente precise, care nu iau in
consideratie tot ce are in particular figura examinata, ci se bazeaza doar pe proprietatile
ei generale. Astfel, rationamentul capatd un caracter universal, adicd este valabil atit
pentru figura cercetata, cit si pentru toate figurile care poseda aceleasi proprietati.

Faptul ca proprietatile figurilor geometrice nu pot fi argumentate doar in baza
experientelor rezulta i din urmatoarele exemple.

@l Chiar daca, intersectind doud drepte distincte paralele cu o mie de secante diferite,
obtinem, prin verificari, cd unghiurile alterne interne sint congruente, mereu vom avea
dubii ca aceasta proprietate este valabild si in cazul intersectiei cu o urmatoare secanta.

@ Daca vom construi o sutd de triunghiuri diferite si vom verifica, pentru ele, ca
suma marimilor unghiurilor interioare este egald cu 180°, mereu va ramine senzatia ca
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aceasta proprietate sa nu fie adevarata pentru un urmator triunghi, diferit de cele construite
anterior.

@ Daca vom construi mai multe triunghiuri dreptunghice, vom masura lungimile laturilor
lor si ne vom convinge cd suma patratelor lungimilor catetelor este egala cu patratul
lungimii ipotenuzei, nu avem nici un drept sa afirmam ca aceasta proprietate este adevarata
pentru orice triunghi dreptunghic. Se cere o demonstratie riguroasa.

Deci, un sir de exemple reusite, chiar daca ele sint numeroase, nu poate servi drept
baza pentru formularea unei proprietati generale.

Din contra, un singur exemplu, numit contra- a) 3 c
exemplu, este suficient pentru a contrazice o afirmatie 4
generala! D E

Bunéoara, un elev a marcat pe o latura a unui unghi
punctele B si C, iar pe cealaltd latura — punctele D si E,
astfel incit [BC]=[DE] (fig. 9.1 a)). Si imediat a tras
concluzia ca dreptele BD si CE trebuie sa fie paralele.

Colegul sau n-a fost de acord cu el, construind un
unghi de aceeasi masura, dar schimbind pozitiile punc-
telor B si C spre virful unghiului (fig. 9.1 b)). A obtinut Fig. 9.1
un desen care contrazice afirmatia primului elev.

Geometria este stiinta care studiaza proprietatile figurilor geometrice. Figurile geo-
metrice sint abstractii ideale din realitatea fizica. Astfel, suprafata unui lac in repaos,
suprafata unei table, a unei oglinzi sint imitatii aproximative i grosolane ale figurii geometrice
care se numeste plan. De asemenea, gaura facuta de virful unui ac in hirtie, urma lasata
de virful unui creion ascutit pe hirtie sint reprezentari ale celei mai simple figuri geometrice,
numitd punct.

Figurile geometrice sint multimi de puncte. Reuniunea si intersectia figurilor geometrice
sint figuri geometrice.

Limbajul teoriei multimilor este ,,adaptat” la necesitatile geometriei. Astfel, alaturi de
exprimarea ,,punctul 4 apartine dreptei &’ se folosesc pe larg si urmatoarele: ,,punctul 4
este situat pe dreapta d”, ,,dreapta d trece prin punctul 4, ,,punctul 4 este continut de
dreapta d”. De asemenea, faptul ca punctele 4 si B determind dreapta AB sau determina
segmentul AB poate fi exprimat i prin imbinarile ,,dreapta AB trece prin punctele 4 si B”,
,dreapta 4B uneste punctele 4 si B”, ,,segmentul AB uneste punctele 4 si B”.

Notiunile fundamentale (care nu se definesc) ale geometriei sint: punct, dreapta,
plan (ca multimi de puncte), distanta, masura a unghiului. Relatiile fundamentale sint:
de incidentad, de ordine, de congruenta si de paralelism.

Vom formula propozitii ce exprima relatii intre notiunile fundamentale. Aceste propozitii
se considerd a priori adevirate si se numesc axiome. In ele sint enuntate proprietiti
cunoscute ale figurilor geometrice, utilizate pe larg in clasele gimnaziale.

@



Figuri geometrice in plan

Sistemul de axiome folosit in acest manual este o varianta modificata a sistemului de
axiome al lui Hilbert si se clasifica in urmatoarele grupe:

1) axiome de incidenta (I);

2) axiome de ordine (O);

3) axiome de masurare (M) si de constructie (C) a segmentelor si unghiurilor;

4) axioma de existentd a unui triunghi congruent cu un triunghi dat (PT);

5) axioma paralelelor (P).

/1/ Axiome de incidenta

I, Doua puncte distincte determind o dreapta si numai una.
I, Oricare ar fi dreapta, exista puncte ce-i apartin $i puncte ce nu-i apartin.

Dreapta se noteaza cu literele mici ale alfabetului latin (fig. 9.2 a)). Daca A si B sint
puncte distincte ce apartin unei drepte, atunci dreapta poate fi notatd AB (fig. 9.2 b)). In
figura 9.2 c) punctele distincte A si B apartin dreptei a (A€ a, Be a), iar punctele Csi D
nu apartin dreptei a (C¢ a, D¢ a).

a) b) 4 5 c) . Co 3
/ \\‘\“ 1 D

Fig. 9.2

/2/ Axiome de ordine

Axiomele de ordine pun in evidenta relatiile dintre punctele situate pe o dreapta. Aceste
relatii se exprima prin ,,a fi intre” sau ,,a se afla intre” etc.

O, Dintre trei puncte distincte ale unei drepte, unul si numai unul se afla intre
celelalte doua.

Fie punctele A, B, C situate pe dreapta a (fig. 9.3).
Propozitiile 1)—4) sint echivalente.

1) Punctul C se afla intre punctele A si B. Fig.9.3
2) Punctul C este situat intre A si B.

3) Punctele Asi B se afla de o parte si de alta a punctului C.

4) Punctele A si C sint situate de aceeasi parte a punctului B.

O, Oricare ar fi doua puncte distincte, A si B, pe dreapta determinata de ele, exista
cel putin un punct C, astfel incit B se afla intre A si C.

O, Orice dreapta Tmparte multimea punctelor planului, ce nu apartin dreptei, in
doud submultimi disjuncte nevide de puncte, numite semiplane, astfel incit
segmentul determinat de doud puncte oare-
care din semiplane diferite intersecteaza
dreapta (segmentul AC), iar segmentul de-
terminat de doua puncte distincte din ace-
lasi semiplan nu intersecteaza dreapta (seg-
mentul 4B) (fig. 9.4). Fig.9.4

MODULUL ~
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' Axiome de misurare si de constructie a segmentelor si unghiurilor

M, Fiecdrui segment i se asociaza un unic numar nenegativ, numit /ungimea seg-
mentului. Lungimea unui segment este egald cu zero daca si numai daca
segmentul este nul. Lungimea unui segment este egald cu suma lungimilor
segmentelor in care el este impartit de orice punct interior al sau.

Lungimea segmentului AB se noteaza AB.
Folosind diferite unitati de masura (metrul, centimetrul, kilometrul etc.), obtinem diferite
valori numerice ale lungimii unui segment.

M, Fiecarui unghi i se asociaza o singura masura in grade, cuprinsa intre 0° si 180°.
Unghiului alungit i se asociaza 180°, iar unghiului nul i se asociaza 0°. Masura
unui unghi este egala cu suma masurilor unghiurilor in care el este Tmpartit de
orice semidreapta cu originea in virful unghiului si situatd in interiorul lui.

C, Pentru orice numar real nenegativ p, pe o semidreaptd datd, existd un unic
punct care, impreuna cu originea semidreptei, determind un segment de lun-

gime p.

I C, Pentru orice ¢, 0° < <180° in semiplanul dat, determinat de dreapta suport

a oricarei semidrepte date, existd un unic unghi de masura ¢, o latura a caruia
este semidreapta data.

7/ i

' Axioma de existenta a unui triunghi congruent cu un triunghi dat

PT (axioma de permutare congruenta a triunghiului). Fie triunghiul ABC si
semidreapta [A M. Atunci, in semiplanul dat, determinat de dreapta A M, exista
un triunghi congruent cu triunghiul ABC, astfel incit un virf al acestui triunghi
coincide cu A, al doilea virf, B , apartine semidreptei [A M, iar al treilea virf,
C,, se afla in semiplanul dat.

P (axioma paralelelor). Prin orice punct ce nu apartine unei drepte trece o
unica dreapta paraleld cu dreapta data.

Notiunile noi in geometrie se introduc cu ajutorul definitiilor.

Exemple

@l Dreapta care trece prin mijlocul unui segment si este perpendiculara pe el se numeste
mediatoare a segmentului.

# Segmentul care uneste virful triunghiului cu mijlocul laturii opuse acestui virf se
numeste mediana a triunghiului.

@ Punctele care apartin aceleiasi drepte se numesc puncte coliniare. In caz contrar,
punctele se numesc necoliniare.

@



Figuri geometrice in plan

Teoremele sint proprietdti importante care se demonstreaza.

Majoritatea teoremelor din cursul de geometrie se formuleaza (sau pot fi formulate)
sub forma: ,,Daca /, atunci C”, unde / si C sint enunturi care se numesc, respectiv, ipoteza
si concluzia teoremei (a se vedea modulul 2).

Ipoteza teoremei se numeste conditie suficientd pentru concluzie, iar concluzia se
numeste conditie necesard pentru ipoteza.

Demonstratia teoremei este o inlantuire riguroasa de deductii bazate pe axiome, teoreme
sau pe proprietiti deja demonstrate.

Exemplu

Sa analizam demonstratia schematica a teoremei:

,Daca figura ABC este un triunghi, atunci suma masurilor unghiurilor interioare ale
AABC este egald cu 180°”.

Ducem AD| BC (fig. 9.5).
------ .- S =m(L1)+m(£L2)+m(L3),
Z£2 = /5 (unghiuri alterne interne),
/3 = /4 (unghiuri alterne interne),
deci S =m(£1)+m(£4)+m(L5).
c m(£1)+m(£4)+m(£5)=180°,
Fig. 9.5 deoarece LEAD este alungit. Astfel, S =180°.

La demonstratie am aplicat teorema despre congruenta unghiurilor alterne interne
(teorema 2). Demonstratia se bazeaza pe axioma paralelelor (P) si pe axioma M,,.

Sint prezente implicit i definitii: definitia paralelelor, a secantei, a unghiului, a triunghiului,
aunghiurilor alterne interne.

De asemenea, sint folosite implicit notiunile nedefinite: ,,punct”, ,,dreapta”, ,,egalitate”.

Se utilizeaza si diferite operatii logice.

Fie propozitia: ,,Daca /, atunci C” (1).
Schimbind locurile ipotezei si concluziei propozitiei (1), obtinem o noud propozitie:
,Dacd C, atunci I’ (2).
Aceste doua propozitii pot fi:
1) ambele adevarate,
2) una adevarata si alta falsa,
3) ambele false.
Daca ambele propozitii sint adevirate, atunci ele sint teoreme si se numesc teoreme
reciproce una pentru alta. De obicei, una din aceste teoreme se numeste feoremd directd,
iar cealaltd se numeste reciproca celei directe (a se vedea modulul 2).

Exemple
@l Reciproca teoremei ,,Dacd doud coarde ale unui cerc sint congruente, atunci ele

sint situate la distante egale de centrul cercului” este teorema ,,Dacd doua coarde ale
unui cerc sint situate la distante egale de centrul cercului, atunci ele sint congruente”.

MODULUL \
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& Reciproca teoremei ,,Daca un patrulater este dreptunghi, atunci diagonalele lui sint
congruente” este propozitia ,,Daca diagonalele unui patrulater sint congruente, atunci el
este dreptunghi”, care este falsa.

In figura 9.6, ABCD este patrulater cu diagonale- A B
le AC si BD congruente, dar ABCD nu este dreptunghi!

@ Reciproca propozitiei ,,Daca un patrulater este
dreptunghi, atunci laturile lui sint congruente” este C
propozitia ,,Daca laturile unui patrulater sint congruente, Fig.9.6
atunci patrulaterul este dreptunghi”. Ambele propozitii
sint false.

Convenim ca enunturile a doua teoreme reciproce una pentru alta sa fie formulate ca
o0 singura teoremad, utilizind imbinarile ,,conditie necesara si suficientd” sau ,,daca si numai
daca”, sau ,,atunci si numai atunci”.

Astfel, cele doua teoreme reciproce din exemplul @1 pot fi enuntate impreuna, zicind:
,,Conditia necesara si suficienta pentru ca doud coarde ale unui cerc sa fie congruente
este ca ele sa fie situate la aceeasi distanta de centrul cercului” sau ,,Doud coarde ale
unui cerc sint situate la aceeasi distanta de centrul cercului daca si numai daca ele sint
congruente”.

Propozitia ,,Diagonalele rombului sint reciproc perpendiculare” este teorema. Aceeasi
teorema poate fi formulata astfel: ,,Dacad un paralelogram este romb, atunci diagonalele
lui sint reciproc perpendiculare”. Acum putem formula usor reciproca ei: ,,Daca diagonalele
unui paralelogram sint reciproc perpendiculare, atunci el este romb”. Aceasta este, de
asemenea, teorema.

Demonstratiile teoremelor pot fi de tip direct sau de tip indirect, numite si demonstratii
prin reducere la absurd. In astfel de demonstratii adevarul concluziei rezulta din falsitatea
negatiei acesteia (a se vedea modulul 2).

Exemplu

Teorema. Daca doua drepte sint paralele, atunci orice dreapta care o intersecteaza pe
una o intersecteaza si pe cealalta.

Ipoteza. a||b, cla, cNa={P} (fig. 9.7).
Concluzia. c | b.

Demonstratie. Aplicam metoda reducerii la absurd. P

Daca presupunem cé c || b, atunci prin punctul P trec
doud drepte distincte a si ¢ paralele cu dreapta b. Dar
aceasta este absurd, deoarece contrazice axioma P a b
paralelelor. Prin urmare, cum c¢ si b nu pot fi paralele, ele Fig.9.7
trebuie sa aiba un punct comun.

@
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Amintim clasificarea perechilor de unghiuri ce se obtin la intersectia a doud drepte
distincte cu o a treia dreaptd, numita secantd.

Perechile de unghiuri (fig. 9.8): I\ 2
(1,5),(4,8),(2,6),(3,7) se numesc unghiuri corespon- 4\3
dente;

MODULUL

(4, 6), (3, 5) se numesc unghiuri alterne interne, 5\ 6

(1, 7), (2, 8) se numesc unghiuri alterne externe; 8\7
(4, 5), (3, 6) se numesc unghiuri interne de aceeasi Fig. 9.8
parte a secantei,

(1, 8), (2, 7) se numesc unghiuri externe de aceeasi parte a secantei.

Teorema 1. Daca doud drepte intersectate de o secantd formeaza (fig. 9.9):
1) sau doua unghiuri alterne interne congruente;
2) sau doud unghiuri alterne externe congruente;
3) sau doua unghiuri corespondente congruente;
4) sau doua unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare;
5) sau doua unghiuri externe de aceeasi parte a secantei suplementare,

atunci sint congruente toate unghiurile alterne interne, a ¢
alterne externe si corespondente; de asemenea, sint
suplementare toate unghiurile interne de aceeasi parte
a secantei si cele externe de aceeasi parte a secantei. Fig.9.9

si numai daca unghiurile alterne interne formate de o
secantd cu aceste doud drepte sint congruente =
(fig. 9.10). Fig.9.10

\

Teorema 3. Doua drepte distincte sint paralele daca
si numai daca unghiurile alterne externe formate de o
secantd cu aceste doud drepte sint congruente X

(fig. 9.11). Fig.9.11

©
6

d

Teorema 4. Doua drepte distincte sint paralele daca & S
si numai daca suma masurilor unghiurilor interne de
aceeasi parte, formate de o secantd cu aceste doua 7

drepte, este egald cu 180° (fig. 9.12). Fig.9.12

B\@

Teorema 5. La intersectia dreptelor a si b cu dreapta ¢, unghiurile corespondente
sint congruente daca si numai daca a || b.

Teorema 6 (proprietatea unghiurilor cu laturile respectiv paralele)
Douad unghiuri cu laturile respectiv paralele sint congruente, daca ambele sint ascutite
sau obtuze, si sint suplementare, daca unul este ascutit, iar celalalt — obtuz.

| b
I Teorema 2. Doua drepte distincte sint paralele daca a c
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Sa demonstram, de exemplu, teorema 2.

Fie dreptele 4B si CD intersectate de secan- C E, D
ta EF formeazad unghiurile alterne interne con-
gruente CFE si FEB (fig. 9,13). Sa demonstram / e G
ca dreptele AB si CD sint paralele. A “E B

Demonstram prin metoda reducerii la absurd. Fig.9.13

Presupunem cé dreptele AB si CD nu sint para-
lele. Atunci ele trebuie sa se intersecteze intr-un punct G. Prin urmare, punctele £, F, G
vor fi virfurile triunghiului EFG al carui unghi exterior CFE este congruent cu unghiul
interior BEF neadiacent lui, ceea ce contrazice afirmatia conform céreia unghiul exterior
al unui triunghi nu poate fi congruent cu nici unul din unghiurile interioare neadiacente.
Cum dreptele AB si CD nu pot avea un punct comun, ele sint paralele.
Invers, fie dreptele AB si CD paralele si sa demonstram ca unghiurile alterne interne
CFE si FEB formate de acestea cu secanta EF sint congruente.

Aplic.ém. metoda rc?ducerii la absurd. Presupunem c %N/ D
ca unghiurile CFE si FEB nu sint congruente, de
exemplu, m(LCFE)>m(ZLFEB) (fig. 9.14). Din V
aceasta presupunere deducem ca prin punctul F putem 4 JE B
duce o dreapta MN, diferita de dreapta CD, astfel incit
m(£LMFE)=m(ZFEB). Conform demonstratiei de Fig.9.14

mai sus, dreptele MN si AB sint paralele, deoarece la intersectia cu secanta EF' se obtin
unghiuri alterne interne congruente (ZMFE si ZBEF'). De aici rezulta ca prin punctul £
trec doud drepte distincte paralele (CD si MN) cu aceeasi dreaptd AB. Dar aceasta
contrazice axioma P a paralelelor.

Nu ne ramine decit sa admitem ca unghiurile CFE si BEF sint congruente.

Corolare. 1. Daca doud drepte sint paralele, atunci orice perpendiculara pe una din
ele este perpendiculara si pe cealalta.

2. Doua drepte perpendiculare pe aceeasi dreapta sint paralele.

3. Perpendicularele pe doua drepte concurente sint de asemenea concurente.

Exercitiu. Demonstrati teoremele 1, 3—6.
(& Probleme propuse

(A
1. Sése formuleze o definitie a:
a) diagonalei unui poligon; ¢) bisectoarei unui triunghi;
b) coardei unui cerc; d) rombului.
2. Definitiile:
a) ,,Reuniunea segmentelor [AA], [AA] ..., [A, 1A] se numeste linie frinta”;
b) ,,Patratul este un paralelogram cu toate cele patru laturi congruente”
sint incomplete. Cum pot fi transformate aceste definitii pentru a deveni corecte?

@
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A

. Sase formuleze ,,ipoteza” si,,concluzia” in propozitia:

a) Doua unghiuri opuse la virf sint congruente.

b) Un diametru al unui cerc este mai mare decit orice coarda care nu trece prin centrul cercului.
¢) Doua triunghiuri sint congruente dacd au laturile congruente.

d) Doua drepte care au doua puncte comune distincte coincid.

. Care din urmatoarele propozitii sint adevarate? Pentru care dintre acestea sint adevarate
propozitiile reciproce?

a) Marimea unui unghi obtuz este mai mare decit marimea unui unghi ascutit.

b) Un triunghi care are doua laturi congruente are si douad unghiuri congruente.

¢) Suma masurilor a doud unghiuri suplementare este egala cu 180°.

d) Daca un patrulater convex are diagonalele congruente atunci el este dreptunghi

. Triunghiurile ABC si LMN din desen
sint isoscele. Dreapta a|| AB, dreap- D 5
ta b|| MN. Sa se arate ca triunghiurile 4
CDE si LOP sint isoscele. /
M

) X
A L
. Triunghiurile ABC si LMN din desen b
sint dreptunghice. Dreapta a|| BC, a D
dreapta b||LN. Sa se arate ca triun-
ghiurile ADE si PMQ sint dreptun-
ghice.
b 0
a A /
. Dreptele a si b din desen sint paralele, ¢ este secanta,
AC si BC sint bisectoare. Sa se arate ca AC L BC. b ¢
c /B
a A /
. Dreptele a si b din desen sint paralele,
c este secantd, AC este bisectoare. Sa b
se arate ca [ AB] =[BC]. % c
. Dreptele a si b din desen sint paralele, punctul M este a ¢ A/
mijlocul segmentului 4B, CD este secantd care trece M
prin punctul M. Sa se arate ca punctul M este mijlocul b

segmentului CD. /B D
c

MODULUL ~ ]
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10. Notam cu P un patrulater si consideram propozitiile:

11.

12.

13.

14.

1) P este un dreptunghi;

2) laturile lui P sint congruente;

3) unghiurile lui P sint congruente;

4) diagonalele lui P sint congruente.

a) Sa se construiasca trei afirmatii care au ca ipoteza a) si drept concluzii respectiv b), ) si d).
b) Sa se determine care din aceste afirmatii este falsa si care din cele trei afirmatii reciproce este
adevarata.

Fie a si b doua drepte din planul P, concurente in punctul 4. Sa se descrie figura:

a) ab, aNP, bUP;

b) (aNbYUP, {4}N(aUb).

Fie D, si D, doua suprafete dreptunghiulare. in ce conditii D, UD, este suprafatd drept-
unghiulara? Dar D, D,?

Fie T, si T, doua suprafete triunghiulare congruente. Cum pot fi aranjate aceste suprafete in
plan, astfel incit:

a) T, N7, sa fie suprafatd hexagonala;

b) 7, UT, s fie suprafatd triunghiulara;

¢) T, UT, sa fie suprafatd marginitd de un paralelogram?

Sa se demonstreze ca:
a) bisectoarele a doua unghiuri adiacente suplementare sint perpendiculare;

b) doud unghiuri care au acelasi virf si laturile respectiv perpendiculare sint congruente sau

suplementare; y

¢) masura unghiului format de bisectoarea OB a unghiului AOC si
semidreapta OD situata 1n interiorul unghiului AOB este egala cu
semidiferenta masurilor unghiurilor DOC si DOA. 0

d) mésura unghiului format de bisectoarea OB a
unghiului AOC si semidreapta OD externd un-
ghiului 40C este egala cu semisuma masurilor
unghiurilor DOA si DOC.

0

D

¢) masura unui unghi exterior al triunghiului este egald cu suma masurilor unghiurilor interioare
neadiacente lui.
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Triunghiuri. Congruenta triunghiurilor. Clasificari

Definitii. ¢« Doud segmente inchise se numesc congruente dacad lungimile lor sint
egale.
* Doud unghiuri se numesc congruente daca masurile lor sint egale.

Congruenta unghiurilor AOB si 